
概率论与数理统计
第八章: 假设检验 (Testing of Hypothesis)

李立颖 (lily@sustech.edu.cn)

南方科技大学数学系

2023 秋季



概述: 基本思想

1 概述: 基本思想
检验假设四步曲
假设检验实例
小结与作业

2 正态总体参数的假设检验

李立颖 (数学系) 概统第八章: 假设检验 2023 秋 (概统 7 班) 2 / 54



概述: 基本思想

参数估计问题: 参数估计是通过样本的观察对总体分布中的参数作出估计。
假设检验问题: 就是要根据样本的信息来判断总体分布是否有理由说它是来自均值
为 µ0 的正态总体，是否能说这两个总体的均值相同或方差相同？
本章主要考虑以样本均值和样本方差为工具的一些较为重要的假设检验。

例
甲公司从乙工厂在订购了一批元件, 合同规定产品次品率不得超过 5%, 否则甲方有权拒
收. 令从一大批元件中抽检 100 件, 发现次品 4 件, 问甲方是否应该接收这批元件?

分析
求得元件次品率 p 的极大似然估计值应该为 p̂ = X̄ = 0.04 < 5%.

甲方顾虑 因 X̄ 是随机变量, 其值带有波动性, 有可能 X̄ < 5% 但次品率实际上超
过了 5%.

乙方想法 1 p̂ = X̄ 是 p 的极大似然估计, 且 Ep̂ = p (无偏),

Var(p̂) = p(1 − p)
n

→ 0, n → ∞.
2 x̄ = 4% < 5%
故工厂无法接受 ‘‘产品不能出厂” 的结论.
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概述: 基本思想

体重指数 BMI
BMI 是国际上常用的衡量人体胖瘦程度以及是否健康的一个标准. 专家指出, 健康成年
人的 BMI 取值应该在 18.55 – 24.99 之间.

某种减肥药广告宣称, 连续使用该种减肥花一个星期便可达到减肥的效果.
为了检验其说法是否可靠, 随机抽取 9 位试验者 (BMI 指数超过 25, 年龄在 20 – 25 岁之
间女生), 先让每位女生记录没有服用减肥药之前的体重, 然后让每位女生服用该减肥药.
在服药期间, 要求每位女生保持正常的饮食习惯, 连续服用一周后, 再次记录各自的体重.
测得服药前后的体重减小的值为 (kg)

1.5, 0.6, −0.3, 1.1, −0.8, 0, 2.2, −1.0, 1.4

问题
根据目前的样本资料, 能否认为该减肥药广告中的宣称是可靠的?

李立颖 (数学系) 概统第八章: 假设检验 2023 秋 (概统 7 班) 4 / 54



概述: 基本思想 检验假设四步曲

第一步: 建立假设

建立两个完全对立的假设:

原假设/零假设: H0; 备择假设/对立假设: H1.

原假设与备择假设是不对称的! 决定谁是原假设, 依赖于立场、惯例、方便性.

保护原假设
如果错误地拒绝假设 A 比错误地拒绝假设 B 带来更严重的后果 — A 选作原假设! 例:

假设 A: 新药有某种毒副作用, 假设 B: 新药无某种毒副作用 — A 选作原假设 H0.

这是因为, ‘‘有毒副作用” 错误地当成 ‘‘无毒副作用” 比 ‘‘无毒副作用” 错误地当成 ‘‘有毒
副作用” 带来的后果更严重.

原假设为维持现状
为解释某些现象或效果的存在性, 原假设常取为 ‘‘无效果’’、‘‘无改进’’、‘‘无差异” 等, 拒
绝原假设表示有较强的理由支持备择假设. 例:

H0: 药物没有减肥效果, H1: 药物有减肥效果.
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概述: 基本思想 检验假设四步曲

第一步: 建立假设

原假设取简单假设
只有一个参数 (或分布) 的假设称为简单假设. 如果只有一个假设是简单假设, 将其取为
原假设.

参数假设的形式
设 θ 是反映总体指标某方面特征的量, 是我们感兴趣的参数. 一般参数 θ 的假设有三种
情形:

左边检验 H0 : θ = θ0, H1 : θ < θ0.
右边检验 H0 : θ = θ0, H1 : θ > θ0.
双边检验 H0 : θ = θ0, H1 : θ ̸= θ0.

注
在假设检验中,

H0 : θ ≥ θ0, H1 : θ < θ0, 与 H0 : θ = θ0, H1 : θ < θ0

的检验法则与检验效果是一样的. 另一个方向同理.
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概述: 基本思想 检验假设四步曲

例
某工厂生产的一种产品平均寿命为 2000 小时, 生产车间采用一种新工艺后, 认为产品寿
命有了显著提高. 现从采用新工艺生产的产品中随机抽检了 25 件产品, 试验后算得寿命
平均值为 2085 小时. 问能否认为新工艺能显著提高产品质量?

分析

设产品寿命 X ∼ N (µ, σ2). µ 的点估计为 µ̂ = x̄ = 2085 > 2000 小时, 故认为新工艺能
提高质量的看法是有依据的.

问题
点估计 µ̂ = X̄ 是随机变量, 取值具有波动性, 故尽管 x̄ = 2085 > 2000, 但产品质量可能
并无显著提高.
提出假设: H0 : µ = 2000, H1 : µ > 2000.
作为判断:

拒绝 H0 即认为产品寿命有显著提高.
接受 H0 即认为产品寿命没有显著提高.
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概述: 基本思想 检验假设四步曲

第二步: 给出检验统计量, 并确立拒绝域的形式

如何检验假设
根据收集的资料, 针对假设, 给出检验方法, 然后对假设进行判断. 有两种方法: 临界值
法, p 值法.

设服用减肥药前后体重差值 X ∼ N (µ, σ2), 并假定方差为 σ2 = 0.36.

检验假设: H0 : µ = 0, H1: µ > 0.

注意到 X̄ 是 µ 的无偏估计, X̄ 的取值大小反映了 µ 的取值大小, 当原假设成立时, X̄ 的
取值应偏小. 因此我们提出以下检验方法:
当 X̄ ≥ C 时, 拒绝原假设 H0,
当 X̄ < C 时, 接受原假设 H0.

C 为待定常数.

如果统计量 T = T (X1, . . . , Xn) 的取值大小和原假设 H0 的是否成立有密切关系, 可将
其称为对应假设问题的检验统计量, 而对应于拒绝于原假设 H0 时, 样本值的范围称为拒
绝域, 记为 W ; 其补集 W̄ 称为接受域.
上例中的检验统计量为 X̄, 拒绝域为 W = {(X1, . . . , Xn) : X̄ ≥ C}.
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概述: 基本思想 检验假设四步曲

第一类与第二类错误

由于样本的随机性, 任一检验规则在应用时, 都有可能发生错误的判断
第 I 类错误 拒绝真实的原假设 (弃真)
第 II 类错误 接受错误的原假设 (取伪).

我们考察两类错误发生的概率:

α = P( Type I error) = P(拒绝 H0 | H0 是真实的),
β = P( Type II error) = P( 接受 H0 | H0 是错误的).
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概述: 基本思想 检验假设四步曲

例

总体 X ∼ N (µ, 1), 则 X̄ = 1
n

n∑
i=1

Xi ∼ N (µ,
1
n

). 令 H0 : µ = µ0, H1 : µ = µ1 (> µ0),

拒绝域: X̄ ≥ C.

α = Pµ0 (X̄ ≥ C)β = Pµ1 (X̄ < C)

Cµ0 µ1

两类错误相互制约!

Neyman–Pearson 原则
首先控制犯第 I 类错误的概率不超过某个常数 α ∈ (0, 1), 再寻找检验, 使得犯第 II 类错
误的概率尽可能小. α 称为显著水平.
常取 α = 0.01, 0.05, 0.1 等.
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概述: 基本思想 检验假设四步曲

第三步: 根据显著水平和统计量的分布确定临界值 — 临界值法

在减肥药的例子中, 取显著水平 α = 0.05, 则

H0 : µ = 0 成立 ⇒ X̄

0.6/
√

9
∼ N (0, 1),

于是第 I 类错误的概率可如下计算:

P(X̄ ≥ C | µ = 0) = P
(

X̄

σ/
√

n
≥ C

σ/
√

n
| µ = 0

)
= 1 − Φ

(
C

σ/
√

n

)
≤ α = 0.05

⇒ C

0.6/
√

9
≥ u0.05 = 1.645 ⇒ C ≥ 0.329.

根据 Neyman–Pearson 原则, 为使犯第 II 类错误的概率尽可能小, 应取 C = 0.329. 因此,
我们选取拒绝域为

W = {(X1, . . . , Xn) : X̄ ≥ 0.329}.
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概述: 基本思想 检验假设四步曲

第四步: 根据样本得出结论

根据实际样本资料, 得 x̄ = 0.522 > 0.329.
当原假设 H0 成立时, 样本落在拒绝域的概率不超过 0.05, 是小概率事件.
根据实际推断原理, 有充分的理由拒绝原假设, 因此我们认为厂家的宣传是可靠的.
同理, 若 α = 0.01, 拒绝域 W = {X̄ ≥ 0.465}, 此时我们拒绝原假设.
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概述: 基本思想 检验假设四步曲

练习

例 1
假设检验的统计思想是小概率事件在一次试验中可能认为基本上是不会发生的, 该原理
称为:

实际推断原理.

例二
假设检验中, 第 I 类和第 II 类错误分别指:

第 I 类: 弃真; 第 II 类: 取伪.
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概述: 基本思想 检验假设四步曲

练习

例三
假设检验中, 显著性水平 α 表示

(A) H0 为假, 但接受 H0 的假设的概率;
(B) H0 为真, 但拒绝 H0 的假设的概率;
(C) H0 为假, 但拒绝 H0 的概率.
(D) 可信度.

例四
假设检验时, 若增大样本容量, 则犯两类错误的概率
(A) 都增大;
(B) 都减少;
(C) 都不变;
(D) 一个增大, 一个减少.

B. B.
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概述: 基本思想 假设检验实例

假设检验

单正态总体在 σ2 已知的情况下，关于 µ 的检验问题.
双边 u 检验法
单边 u 检验法

单正态总体在 σ2 未知的情况下，关于 µ 的检验问题
双边 t 检验法
单边 t 检验法

单正态总体在 µ、σ2 未知的情况下，关于 σ2 的检验问题.
双边 χ2 检验法
单边 χ2 检验法
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概述: 基本思想 假设检验实例

化肥厂例子

某车间用一台自动包装机装化肥, 每袋的标称重量规定为某日开工后为了检查包装机是
否正常, 随机抽检了 9 袋产品，测得净重如下

49.6, 48.4, 50.0, 48.6, 50.6, 49.8, 50.2, 49.2, 49.0.

设每袋化肥的实际重量服从正态分布，其标准差为 0.75 (kg). 试问该日包装机工作是否
正常？

分析

设每袋化肥重量为 X ∼ N (µ, σ2
0), σ0 = 0.75. 若 µ = 50 则机器正常, 否则不正常. µ 的

点估计值 µ̂ = x̄ = 49.49 ̸= 50.

问: x̄ ̸= 50 是由于机器不正常还是随机波动引起?
提出假设: H0 : µ = µ0 = 50, H1 : µ ̸= µ0

作出判断:
拒绝 H0, 即认为机器不正常
接受 H0, 即认为机器正常

作出判断的过程称为对假设 H0 进行检验.
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概述: 基本思想 假设检验实例

怎样检验假设?

分析

H0 : µ = µ0 = 50, H1 : µ ̸= µ0.

X1, . . . , Xn 是总体 X ∼ N (µ, σ2
0) 的样本, 且

EX̄ = µ, Var(X̄) = σ2
0

n
.

故若 H0 成立, 则 EX̄ = µ0, 即 X̄ 的值在 µ0 附近波动, 且波动幅度不太大, 从而绝对偏
差 |X̄ − µ0| 应该较小.
反之, 若 |X̄ − µ0| 的值偏大, 则有理由怀疑 H0 的正确性从而拒绝 H0.

可以求一临界值 C, 使得
当 |X̄ − µ0| ≥ C 时, 拒绝 H0,
当 |X̄ − µ0| < C 时, 接受 H0.
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概述: 基本思想 假设检验实例

某车间用一台自动包装机装化肥, 每袋的标称重量规定为某日开工后为了检查包装机是
否正常, 随机抽检了 9 袋产品，测得净重如下

49.6, 48.4, 50.0, 48.6, 50.6, 49.8, 50.2, 49.2, 49.0.

设每袋化肥的实际重量服从正态分布，其标准差为 0.75 (kg). 试问该日包装机工作是否
正常？

检验方法

H0 : µ = µ0 = 50 (原假设) , H1 : µ ̸= µ0 (备择假设).

取 α = 0.05 使得 I 类错误

PH0

( |X̄ − µ0|
σ0/

√
n

>
C

σ0/
√

n

)
= α.

当 H0 成立时, (检验统计量)U = X̄ − µ0

σ0/
√

n
∼ N (0, 1), 所以 C√

σ0/
√

n
= u1− α

2
= 1.96,

即当 |U | > 1.96 (拒绝域) 时拒绝 H0. 具体计算, 得 |U | = |49.49 − 50|
0.75/

√
9

= 2.04 > 1.96,

故拒绝 H0, 即认为包装机工作不正常.
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概述: 基本思想 假设检验实例

结果分析

假设
H0 : µ = µ0 = 50, H1 : µ ̸= µ0

的提出基于:
当日开工时机器并未出现明显异常

检验者认为机器正常, 反映了生产车间的倾向性

因为 α 较小, 且

P
( |X̄ − µ0|

σ0/
√

n
> u1−α/2 | H0

)
= α,

说明当 H0 为真时,
{ |X̄ − µ0|

σ0/
√

n
> u1−α/2

}
是小概率事件. 而根据实际推断原理, 如果该

事件发生了, 当然要怀疑 H0 的真实性，从而作出拒绝 H0 的决策.

检验原则三: 概率反证法
如果想检验某 ‘‘结论” 成立，则应提出原假设:

H0 : ‘‘结论” 不成立.
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概述: 基本思想 假设检验实例

小结

检验的原则
检验原则一 (基本原则): 对 H0 采取保护的态度

检验原则二: 控制 I 类风险 (用于构造拒绝域)
检验原则三: 概率反证法 (提出原假设)

依据上述原则，对原假设 H0 作出 ‘‘拒绝” 或 ‘‘接受” 的决策，称为在显著性水平 α 下，
对 H0 进行显著性检验.

注
拒绝 H0 即意味着接受 H1. 故 H0 的拒绝域即是 H1 的接受域.
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概述: 基本思想 假设检验实例

例
从甲地发送一个讯号到乙地, 由于存在线路噪声干扰, 使得甲地发送一个幅值为 µ 的讯
号, 而乙地收到的讯号是一个服从 N (µ, 4) 分布的随机变量. 在测试中, 甲地将同一讯号
发送了 5 次, 乙地收到的讯号值为

8.1, 9.3, 9.9, 8.5, 10.1.

接收方有某种理由猜测甲地发送的讯号值为 8, 问这种猜测是否正确？(α = 0.05)

解
依题意, 要检验

H0 : µ = µ0 = 4, H1 : µ ̸= µ0.

采用 u 检验法, 求得 H0 的拒绝域为

|X̄ − µ0| >
σ0√

n
u1−α/2 = 2√

5
× u0.975 = 1.75.

又算得 x̄ = 9.18. 因为 |x̄ − µ0| = |9.18 − 8| = 1.18 < 1.75, 故不能拒绝 H0, 即可认为接
收方的猜测是有道理的 (95% 可能是正确的) .
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概述: 基本思想 假设检验实例

处理假设检验问题的一般方法和步骤

1 根据实际问题, 提出原假设 H0 及备择假设 H1.
2 求出未知参数的较好的点估计

3 依据点估计构造一个检验统计量，然后分析当成立时，该统计量有什么 ‘‘趋势”，逆
这个 ‘‘趋势”就给出了 H0 的拒绝域形式, 即 H0 的拒绝域形式由 H1 确定

4 对于给定的显著性水平 α ，按控制I 类风险的检验原则，确定 H0 的拒绝域.
5 抽样, 判断样本观察值是否落在拒绝域内，从而作出 ‘‘拒绝” 或 ‘‘接受 (不拒绝)” 的
决策
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概述: 基本思想 假设检验实例

例

某厂生产的固体燃料推进器燃烧率服从正态分布 N (40, 22) (cm/s). 现用新方法生产了
一批推进器，从中随机取 n = 25 只, 试验后算得 x̄ = 41.25. 设新方法的总体方差不变.
问新方法燃烧率是否有显著提高? (α = 0.05)

分析
有什么理由提出 ‘‘新方法燃烧率有显著提高”?
原平均燃烧率为 40, 而新方法燃烧率样本均值为 x̄ = 41.25 > 40.
依题意，要检验的假设是:

H0 : µ ≤ µ0 = 40, H1 : µ > µ0.

若采用 H0 : µ = µ0 = 40, H1 : µ ̸= µ0 或 H0 : µ ≥ µ0 = 40,H1 : µ < µ0, 则变成
了保护 ‘‘新方法”. 我们更希望‘‘维持现状”.
检验的目的是什么?
检验的目的是要论证新方法好. 检验的目的是要对新方法进行鉴定. 为了慎重起见,
防止误判, 我们宁可相信新方法的燃烧率没有提高.
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概述: 基本思想 假设检验实例

例

某厂生产的固体燃料推进器燃烧率服从正态分布 N (40, 22) (cm/s). 现用新方法生产了
一批推进器，从中随机取 n = 25 只, 试验后算得 x̄ = 41.25. 设新方法的总体方差不变.
问新方法燃烧率是否有显著提高? (α = 0.05)

设新方法燃烧率 X ∼ N (µ, σ2
0), 依题意, 要进行单边检验

H0 : µ ≤ µ0 = 40, H1 : µ > µ0.

X̄ 是 µ 的无偏估计, 且 Var(X̄) = σ2
0

n
. X̄ 的值应在 µ 附近波动, , 且当 H0 为真时, 统

计量 X̄ − µ0 的值应该偏小, 否则有理由怀疑 H0 的真实性, 从而拒绝 H0.

如何构造拒绝域?

P
(

X̄ − µ0

σ0/
√

n
> u1−α | H0

)
≤ P

(
X̄ − µ0

σ0/
√

n
> u1−α | µ = µ0

)
= α.

如果
X̄ − µ0

σ0/
√

n
> u1−α 作为 H0 的拒绝域, 其 I 类风险不超过 α. µ 和 µ0 距离越大越容

易分辨, 越接近越难分辨, 重合时 I 类风险最大.
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概述: 基本思想 假设检验实例

例

某厂生产的固体燃料推进器燃烧率服从正态分布 N (40, 22) (cm/s). 现用新方法生产了
一批推进器，从中随机取 n = 25 只, 试验后算得 x̄ = 41.25. 设新方法的总体方差不变.
问新方法燃烧率是否有显著提高? (α = 0.05)

解

设新方法燃烧率 X ∼ N (µ, σ2
0), 依题意, 要进行单边检验

H0 : µ ≤ µ0 = 40, H1 : µ > µ0.

X̄ 是 µ 的无偏估计, 且 Var(X̄) = σ2
0

n
. X̄ 的值应在 µ 附近波动, , 且当 H0 为真时, 统

计量 X̄ − µ0 的值应该偏小, 否则有理由怀疑 H0 的真实性, 从而拒绝 H0. 又当 µ = µ0
时, 有

X̄ − µ0

σ0/
√

n
∼ N (0, 1).

(单边假设检验问题，检验统计量都采用临界点处的分布.) 故对于给定的显著水平
α = 0.05, 求得 H0 的拒绝域为 X̄ − µ0 >

σ0√
n

u1−α = 2√
25

× 1.65 = 0.66. 而

x̄ − µ0 = 1.25 > 0.66, 所以我们拒绝 H0, 即认为新方法燃烧率有显著提高.
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概述: 基本思想 小结与作业

假设检验步骤总结

提出假设 根据统计调查的目的, 提出原假设 H0 和备选假设 H1.
抽取样本 简单随机抽样

检验假设 对差异进行定量的分析，确定其性质(是随机误差还是系统误差. 为给出
两者界限，找一检验统计量 T，在 H0 成立下其分布已知.)
显著性水平 α: P(T ∈ W ) = α, α 为犯第 I 类错误的概率, W 为拒
绝域.

作出决策 拒绝还是接受 H0.
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概述: 基本思想 小结与作业

作业

1 某电器元件平均电阻值一直保持在 2.64 Ω, 今测得采用新工艺生产 36 个元件的平
均阻值为 2.61 Ω. 假定在正常条件下, 电阻值服从正态分布, 而且新工艺不改变电阻
的标准差. 已知改变工艺前的标准偏差为 0.06 Ω. 问新工艺对产品的电阻值是否有
显著性影响 (α = 0.01)?

2 某厂生产的某种钢索断裂强度服从正态 N (µ, σ2), 其中 σ = 40(kg/cm2). 现在一批
这种钢索的容量为 9 的一个样本测得断裂强度平均值为 X̄, 与以往正常生产的 µ 相
比, X̄ 较 µ 大 20(kg/cm2) . 设总体方差不变, 问在 α = 0.01 的显著性水平下, 能否
认为这批钢索质量显著提高?

3 某织物强力指标 X 的均值 µ0 = 21 公斤. 改进工艺后生产一批织物, 今从中取 30
件, 测得 x̄ = 21.55 公斤. 假设强力指标服从正态分布 N (µ, σ2), 且已知有 σ = 1.2
公斤. 问在显著性水平 α = 0.01 下, 新生产织物比过去的织物强力是否有提高?

4 某种零件的尺寸方差为 σ2 = 1.21. 对这一批这类零件检查 6 件得尺寸数据 (mm):
32.56, 29.66, 31.64, 30.00, 21.87, 31.03. 设零件尺寸服从正态分布, 问这批零件的平
均尺寸是否认为是 32.50 mm (α = 0.05)?
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正态总体参数的假设检验

1 概述: 基本思想

2 正态总体参数的假设检验
单总体 N (µ, σ2)
双总体 N (µ1, σ2

1), N (µ2, σ2
2)

假设检验问题讨论
作业
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正态总体参数的假设检验

回顾: 处理假设检验问题的一般方法和步骤

1 根据实际问题, 提出原假设 H0 及备择假设 H1.
2 求出未知参数的较好的点估计

3 依据点估计构造一个检验统计量，然后分析当成立时，该统计量有什么 ‘‘趋势”，逆
这个 ‘‘趋势”就给出了 H0 的拒绝域形式, 即 H0 的拒绝域形式由 H1 确定

4 对于给定的显著性水平 α ，按控制I 类风险的检验原则，确定 H0 的拒绝域.
5 抽样, 判断样本观察值是否落在拒绝域内，从而作出 ‘‘拒绝” 或 ‘‘接受 (不拒绝)” 的
决策

单边假设检验问题，检验统计量都采用临界点处的分布.
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正态总体参数的假设检验

小结

检验的原则
检验原则一 (基本原则): 对 H0 采取保护的态度

检验原则二: 控制 I 类风险 (用于构造拒绝域)
检验原则三: 概率反证法 (提出原假设)

u 检验法

单正态总体在 σ2
0 已知的情况下，关于 µ 的检验问题

双边 u 检验法

单边 u 检验法

本节将讨论单、双正态总体的其他检验法

t 检验法

χ2 检验法

F 检验法
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正态总体参数的假设检验 单总体 N (µ, σ
2)

双边检验问题与双边 t 检验法

问题

设 X1, . . . , Xn 是总体 X ∼ N (µ, σ2) 的样本, µ, σ2 均未知, 试在显著性水平 α 下, 检验
假设

H0 : µ = µ0, H1 : µ ̸= µ0 (µ0 已知).

X̄, S2 分别是 µ, σ2 的无偏估计, 故当 H0 为真时, 统计量 |X̄ − µ0|
S/

√
n
的值应该偏小, 否

则便要拒绝 H0. 又当 H0 为真时,

X̄ − µ0

S/
√

n
∼ t(n − 1),

f(x)

−t1− α
2

t1− α
2

α/2α/2

拒绝 H0

故由 P
( |X̄ − µ0|

S/
√

n
> t1−α/2(n − 1) | µ = µ0

)
= α , 求得 H0 的拒绝域为

|X̄ − µ0| >
S√
n

t1− α
2

(n − 1) (双边 t 检验法).
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正态总体参数的假设检验 单总体 N (µ, σ
2)

单边检验问题与单边 t 检验法

问题

设 X1, . . . , Xn 是总体 X ∼ N (µ, σ2) 的样本, µ, σ2 均未知, 试在显著性水平 α 下, 检验
假设

H0 : µ ≤ µ0, H1 : µ > µ0 (µ0 已知).

X̄, S2 分别是 µ, σ2 的无偏估计, 故当 H0 为真时, 统计量 |X̄ − µ0|
S/

√
n
的值应该偏小于 0,

否则便要拒绝 H0. 在临界点 µ = µ0 处有

X̄ − µ0

S/
√

n
∼ t(n − 1),

f(x)

t1−α

α

拒绝 H0

故由 P
(

X̄ − µ0

S/
√

n
> t1−α(n − 1) | µ = µ0

)
= α, 求得 H0 的拒绝域为

X̄ − µ0 >
S√
n

t1−α(n − 1) (单边 t 检验法).
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正态总体参数的假设检验 单总体 N (µ, σ
2)

例题

某种元件的寿命 X ∼ N (µ, σ2), µ, σ2 均未知. 现测得 16 只元件的寿命 (小时) 如下：

159, 280, 101, 212, 224, 379, 179, 264, 222, 362, 168, 250, 149, 260, 485, 170.

问能否认为元件的平均寿命大于 225(小时)?

分析
为什么会提出 ‘‘平均寿命大于 225 小时’’ 的问题?

1 在样本观察值中, 有 7 个数据值远大于 225, 有 3 个数据值接近 225
2 x̄ = 241 > 225 (貌似元件平均寿命大于 225)
3 实际问题需要

怎样提出假设?
H0 : µ = µ0 = 225, H1 : µ ̸= µ0.
(正确) H0 : µ ≤ µ0 = 225, H1 : µ > µ0.
H0 : µ ≥ µ0 = 225, H1 : µ < µ0.

依题意，要检验假设 H0 : µ ≤ µ0 = 225, H1 : µ > µ0. 采用单边检验法, 求得 H0 的拒绝

域是 X > µ0 + S√
n

t1−α(n − 1) = 225 + 43.269 = 268.269, 而 x̄ = 241 < 268.269. 故不

拒绝 H0, 即认为元件的平均寿命不大于 225(小时).
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正态总体参数的假设检验 单总体 N (µ, σ
2)

双边 χ2 检验法

设 X1, . . . , Xn 是总体 X ∼ N (µ, σ2) 的样本, µ, σ2 均未知, 试在显著性水平 α 下, 检验
假设

H0 : σ2 = σ2
0 , H1 : σ2 ̸= σ2

0 (σ2
0 已知).

S2 分别是 σ2 的无偏估计, 且 Var(S2) = 2σ4

n − 1 → 0, , 故当 H0 成立时统计量 S2 的值

应在 σ2
0 附近波动, , 且幅度不应太大, 否则有理由拒绝 H0. 又当 H0 为真时,

(n − 1)S2

σ2
0

∼ χ2(n − 1),

f(x)

χ2
α
2

χ2
1− α

2

故在显著性水平 α 下, H0 的拒绝域为
[
0,

σ2
0

n − 1χ2
α
2

(n − 1)
)

∪
( σ2

0

n − 1χ2
1− α

2
(n − 1), ∞

)
.

若 µ 已知, 则 H0 的检验统计量与分布为
1

σ2
0

n∑
i=1

(Xi − µ)2 ∼ χ2(n).
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正态总体参数的假设检验 单总体 N (µ, σ
2)

单边 χ2 检验法

设 X1, . . . , Xn 是总体 X ∼ N (µ, σ2) 的样本, µ, σ2 均未知, 试在显著性水平 α 下, 检验
假设

H0 : σ2 ≥ σ2
0 , H1 : σ2 < σ2

0 (σ2
0 已知).

S2 分别是 σ2 的无偏估计, 且 Var(S2) = 2σ4

n − 1 → 0, , 故当 H0 成立时统计量 S2 的值

应偏大于 σ2
0 , 若过于偏小于 σ2

0 , 则有理由拒绝 H0. 又当 σ2 = σ2
0 为真时,

(n − 1)S2

σ2
0

∼ χ2(n − 1),

f(x)

χ2
α χ2

1−α

故在显著性水平 α 下, H0 的拒绝域为
(n − 1)S2

σ2
0

< χ2
α(n − 1).

单边检验问题 H0 : σ2 ≤ σ2
0 , H1 : σ2 > σ2

0 的拒绝域是
(n − 1)S2

σ2
0

> χ2
1−α(n − 1).
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正态总体参数的假设检验 单总体 N (µ, σ
2)

例
一台自动装配磁带机器装配每盒磁带长度服从正态分布，如果磁带长度的标准差不超过
0.15 厘米，认为机器正常, 否则就要调整机器。现抽取 10 盒磁带, 经检测算得样本方差
观察值 s2 = 0.028(cm2). 试问机器是否正常? (α = 0.05)

解
依题意，要检验假设

H0 : σ2 ≤ σ2
0 = 0.0225, H1 : σ2 > σ2

0 .

采用单边 χ2 检验法, 求得 H0 的拒绝域是

(n − 1)S2

σ2
0

> χ2
1−α(n − 1).

查表得 χ2
0.95(9) = 16.919, 由于

(n − 1)s2/σ2
0 = 9 × 0.028

0.0225 = 11.2 < 16.929,

故不拒绝 H0, 即可认为机器工作正常.
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正态总体参数的假设检验 单总体 N (µ, σ
2)

单个正态总体参数的假设检验使用的检验统计量

检验均值 (方差已知)
X̄ − µ0

σ/
√

n
∼ N (0, 1).

检验均值（方差未知）
X̄ − µ0

S/
√

n
∼ t(n − 1).

检验方差（均值已知）
n∑

i=1

(
Xi − µ

σ0

)2
∼ χ2(n).

检验方差（均值未知）
(n − 1)S2

σ2
0

∼ χ2(n − 1).
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正态总体参数的假设检验 单总体 N (µ, σ
2)

关于 µ 的检验法

u 检验法 (σ2 已知)

检验统计量及 H0 时的分布 原假设 H0 备择假设 H1 拒绝域

U = X̄ − µ0

σ/
√

n
∼ N (0, 1)

µ = µ0 µ ̸= µ0 |U | ≥ u1− α
2

µ ≥ µ0 µ < µ0 U ≤ uα

µ ≤ µ0 µ > µ0 U ≥ u1−α

t 检验法 (σ2 未知)

检验统计量及 H0 时的分布 原假设 H0 备择假设 H1 拒绝域

T = X̄ − µ0

S/
√

n
∼ t(n − 1)

µ = µ0 µ ̸= µ0 |T | ≥ t1− α
2

µ ≥ µ0 µ < µ0 T ≤ tα

µ ≤ µ0 µ > µ0 T ≥ t1−α
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正态总体参数的假设检验 单总体 N (µ, σ
2)

关于 σ2 的检验法

χ2 检验法 (µ 已知)

检验统计量及 H0 时的分布 原假设 H0 备择假设 H1 拒绝域

χ2 =

n∑
i=1

(Xi − µ)2

σ2
0

∼ χ2(n)

σ2 = σ2
0 σ2 ̸= σ2

0 χ2 ̸∈ [χ2
α
2

(n), χ2
1− α

2
(n)]

σ2 ≥ σ2
0 σ2 < σ2

0 χ2 ≤ χ2
α(n)

σ2 ≤ σ2
0 σ2 > σ2

0 χ2 ≥ χ2
1−α(n)

χ2 检验法 (µ 未知)
(n′ = n − 1)
检验统计量及 H0 时的分布 原假设 H0 备择假设 H1 拒绝域

χ2 = (n − 1)S2

σ2
0

∼ χ2(n′)

σ2 = σ2
0 σ2 ̸= σ2

0 χ2 ̸∈ [χ2
α
2

(n′), χ2
1− α

2
(n′)]

σ2 ≥ σ2
0 σ2 < σ2

0 χ2 ≤ χ2
α(n′)

σ2 ≤ σ2
0 σ2 > σ2

0 χ2 ≥ χ2
1−α(n′)
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正态总体参数的假设检验 双总体 N (µ1, σ
2
1), N (µ2, σ

2
2)

问题背景
设研究对象的某指标 X ∼ N (·, ·). 如果外界条件发生了变化，则要研究外界条件的变化
是否对该指标产生了影响.

分析

设变化前指标 X ∼ N (µ1, σ2
1), 变化后指标 Y ∼ N (µ2, σ2

2).

µ1 − µ2 的假设检验问题
1 H0 : µ1 − µ2 = δ, H1 : µ1 − µ2 ̸= δ.
2 H0 : µ1 − µ2 ≥ δ, H1 : µ1 − µ2 < δ.
3 H0 : µ1 − µ2 ≤ δ, H1 : µ1 − µ2 > δ.
其中 δ 为已知常数, 通常 δ = 0.
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正态总体参数的假设检验 双总体 N (µ1, σ
2
1), N (µ2, σ

2
2)

设 X1, . . . , Xn1 为总体 X ∼ N (µ, σ2) 的样本, Y1, . . . , Yn2 为总体 Y ∼ N (µ2, σ2) 的样
本, 两样本独立, 试检验假设

H0 : µ1 = µ2, H1 : µ1 ̸= µ2.

解

µ1, µ2, σ2 的无偏估计分别为

X̄, Ȳ , S2
ω = (n1 − 1)S2

1 + (n2 − 1)S2
2

n1 + n2 − 2 ,

其中 X̄, Ȳ , S2
1 , S2

2 分别为总体 X, Y 的样本均值和样本方差. 当 H0 为真时, 统计量

T = X̄ − Ȳ

Sω

√
1

n1
+ 1

n2

∼ t(n1 + n2 − 2),

且 |T | 应该偏小, 如果偏大, 则应拒绝 H0. 对于给定的显著性水平 α, H0 的拒绝域是

|X̄ − Ȳ |

Sω

√
1

n1
+ 1

n2

> t1− α
2

(n1 + n2 − 2).

李立颖 (数学系) 概统第八章: 假设检验 2023 秋 (概统 7 班) 41 / 54



正态总体参数的假设检验 双总体 N (µ1, σ
2
1), N (µ2, σ

2
2)

设 X1, . . . , Xn1 为总体 X ∼ N (µ, σ2) 的样本, Y1, . . . , Yn2 为总体 Y ∼ N (µ2, σ2) 的样
本, 两样本独立, 试检验假设

H0 : µ1 = µ2, H1 : µ1 ̸= µ2.

注
1 若总体的方差均未知, 则 t 检验要求 σ2

1 = σ2
2 = σ2 (方差齐性).

2 若总体的方差 σ2
1 , σ2

2 均已知, 则检验统计量可取为

U = X̄ − Ȳ√
σ2

1
n1

+ σ2
2

n2

∼ N (0, 1),

对应的检验为 u 检验.
3 若总体方差及是否具有方差齐性均未知, 怎么办？
可先检验假设

H0 : σ2
1 = σ2

2 , H1 : σ2
1 ̸= σ2

2 .

若接受 H0 则可再进行 t 检验.
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正态总体参数的假设检验 双总体 N (µ1, σ
2
1), N (µ2, σ

2
2)

为了提高化学产品得率, 采用了某新工艺. 在对比试验中, 分别用两种方法各独立进行了
8 次试验, 计算出

新工艺: x̄ = 91.73, s2
1 = 3.89, 老工艺: ȳ = 93.75, s2

2 = 4.02.

假定老、新工艺的得率分别为 X ∼ N (µ1, σ2), Y ∼ N (µ2, σ2). 试问新工艺是否能显著
提高产品得率？(α = 0.05)

分析
由题给数据知 x̄ < ȳ. 有两种可能原因: 新工艺的确比老工艺好, 或新工艺不一定比老工
艺好, 随机误差引起. 因此我们需要进行假设检验 (偏向维持现状):

H0 : µ1 ≥ µ2, H1 : µ1 < µ2.

解
采用单边 t 检验法，求得 H0 的拒绝域为

X̄ − Ȳ < −t1−α(n1 + n2 − 2)Sω

√
1

n1
+ 1

n2
= 1.7613 × 1.99 ×

√
1
8 + 1

8 = −1.752.

但 x̄ − ȳ = −2.02 < −1.752. 因此拒绝 H0, 即新工艺能显著地提高产品得率.
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正态总体参数的假设检验 双总体 N (µ1, σ
2
1), N (µ2, σ

2
2)

两总体方差的假设检验问题

设 X1, . . . , Xn1 为总体 X ∼ N (µ, σ2) 的样本, Y1, . . . , Yn2 为总体 Y ∼ N (µ2, σ2) 的样
本, 两样本独立, µ1, µ2, σ2

1 , σ2
2 均未知. 试在水平 α 下检验假设

H0 : σ1 = σ2, H1 : σ1 ̸= σ2.

解

两样本方差 S2
1 , S2

2 分别是 σ2
1 , σ2

2 的无偏估计. 故当 H0 为真时, 统计量 S2
1/S2

2 的值应
在常数 1 附近波动. 若 S2

1/S2
2 偏离 1 太远, 则有理由拒绝 H0. 又当 H0 成立时,

S2
1

S2
2

∼ F (n1 − 1, n2 − 1),

f(x)

F α
2

F1− α
2

对于给定的显著性水平 α, H0 的拒绝域是(双边 F 检验法)

S2
1

S2
2

∈
[
0, F α

2
(n1 − 1, n2 − 1)

)
∪

(
F1− α

2
(n1 − 1, n2 − 1), ∞

)
.
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正态总体参数的假设检验 双总体 N (µ1, σ
2
1), N (µ2, σ

2
2)

两总体方差的假设检验问题 II

设 X1, . . . , Xn1 为总体 X ∼ N (µ, σ2) 的样本, Y1, . . . , Yn2 为总体 Y ∼ N (µ2, σ2) 的样
本, 两样本独立, µ1, µ2, σ2

1 , σ2
2 均未知. 试在水平 α 下检验假设

H0 : σ1 ≥ σ2, H1 : σ1 < σ2.

解

两样本方差 S2
1 , S2

2 分别是 σ2
1 , σ2

2 的无偏估计. 故当 H0 为真时, 统计量 S2
1/S2

2 的值应
偏大于常数 1. 若 S2

1/S2
2 过于偏小于 1, 则有理由拒绝 H0. 又当 σ2

1 = σ2
2 成立时,

S2
1

S2
2

∼ F (n1 − 1, n2 − 1),

f(x)

Fα

对于给定的显著性水平 α, H0 的拒绝域是(单边 F 检验法)

S2
1

S2
2

< Fα(n1 − 1, n2 − 1).
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正态总体参数的假设检验 双总体 N (µ1, σ
2
1), N (µ2, σ

2
2)

例

一台机床大修前曾加工了 n1 = 10 件零件, 加工尺寸的样本方差为 s2
1 = 2500, 大修后加

工了 n2 = 12 件零件，加工尺寸的样本方差为 s2
2 = 400. 试问机床大修后的加工精度是

否有显著提高？(α = 0.01).

解

大修前 s2
1 = 2500, 大修后 s2

2 = 400. 因为 s2
1 > s2

2, 貌似机床大修后加工精度有了提高.
我们采用概率反证法, 所提原假设与 ‘‘貌似结论’’ 相反, 提出如下假设

H0 : σ2
1 ≤ σ2

2 , H1 : σ2
1 > σ2

2 .

检验目的是对机床大修后的加工精度进行验收, 保护委托方的利益.
采用单边 F 检验法, 求得 H0 的拒绝域是

S2
1

S2
2

> F1−α(n1 − 1, n2 − 1) = F0.99(9, 11) = 4.63,

而
s2

1

s2
2

= 2500
400 = 6.25 > 4.63, 故拒绝 H0, 即认为大修后机床加工精度有显著提高.
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正态总体参数的假设检验 双总体 N (µ1, σ
2
1), N (µ2, σ

2
2)

双正态总体的检验法

µ1 − µ2 的检验 (σ2
1 , σ2

2 已知)

检验统计量及 H0 时的分布 原假设 H0 备择假设 H1 拒绝域

U = X̄ − Ȳ − δ√
σ2

1
n

+ σ2
2

m

∼ N (0, 1)
µ1 − µ2 = δ µ1 − µ2 ̸= δ |U | ≥ u1− α

2

µ1 − µ2 ≥ δ µ1 − µ2 < δ U ≤ uα

µ1 − µ2 ≤ δ µ1 − µ2 > δ U ≥ u1−α

µ1 − µ2 的检验 (σ2
1 = σ2

2 = σ2, σ2 未知)

检验统计量及 H0 时的分布 原假设 H0 备择假设 H1 拒绝域

T = X̄ − Ȳ − δ√
1
n

+ 1
m

Sω

∼ t(n + m − 2)
µ1 − µ2 = δ µ1 − µ2 ̸= δ |T | ≥ t1− α

2

µ1 − µ2 ≥ δ µ1 − µ2 < δ T ≤ tα

µ1 − µ2 ≤ δ µ1 − µ2 > δ T ≥ t1−α

Sω =

√
(n − 1)S2

1 + (m − 1)S2
2

n + m − 2 .
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正态总体参数的假设检验 双总体 N (µ1, σ
2
1), N (µ2, σ

2
2)

双正态总体的检验法 II

方差比 σ2
1/σ2

2 的检验 (µ1, µ2 已知)
n′ = n − 1, m′ = m − 1
检验统计量及 H0 时的分布 原假设 H0 备择假设 H1 拒绝域

F = S2
1

S2
2

∼ F (n′, m′)

σ2
1 = σ2

2 σ2
1 ̸= σ2

2
F ≥ F1− α

2
(n′, m′)

或 F ≤ F α
2

(n′, m′)

σ2
1 ≥ σ2

2 σ2
1 < σ2

2 F ≤ Fα(n′, m′)

σ2
1 ≤ σ2

2 σ2
1 > σ2

2 F ≥ F1−α(n′, m′)
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正态总体参数的假设检验 假设检验问题讨论

参数检验的一般提法
设总体 X ∼ F (x; θ), θ ∈ Θ 为未知参数, 由实际问题需要, 可作参数空间的分划
Θ = Θ0 ∪ (Θ \ Θ0), 则参数检验问题的一般提法是

H0 : θ ∈ Θ0, H1 : θ ∈ Θ − Θ0.

若存在 W0 ⊂ Rn, 有决策

(X1, . . . , Xn) ∈ W0, ⇒拒绝 H0

(X1, . . . , Xn) /∈ W0, ⇒接受 H0

}
则称 W0 为 H0 的拒绝域, 或称为 H0 的一个检验.

李立颖 (数学系) 概统第八章: 假设检验 2023 秋 (概统 7 班) 49 / 54



正态总体参数的假设检验 假设检验问题讨论

风险

I 类风险 P
(
(X1, . . . , Xn) ∈ W0 | θ ∈ Θ0

)
II 类风险 P

(
(X1, . . . , Xn) /∈ W0 | θ ∈ Θ \ Θ0

)
显著性检验原则：控制 I 类风险 (不管 II 类风险)
给定显著性水平 α, α ∈ (0, 1) 使得

P
(
(X1, . . . , Xn) ∈ W0 | θ ∈ Θ0

)
≤ α.

检验的优劣
若 W1, W2 都是 H0 的显著性水平为 α 的检验, 问怎样评价与选择?
分析: W1 与 W2 的 I 类风险都不超过 α, 因此评价与选择的原则是 II 类风险较小的检验
较优.
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正态总体参数的假设检验 假设检验问题讨论

决策的可信度问题

对于假设问题
H0 : θ ∈ Θ0, H1 : θ ∈ Θ − Θ0.

设显著性水平为 α 的一个拒绝域为 W0.
决策一 (X1, . . . , Xn) ∈ W0 ⇒ 拒绝 H0.
决策二 (X1, . . . , Xn) /∈ W0 ⇒ 接受 H1.

问
决策一和决策二的哪个可信度高?

分析
决策一的 I 类风险受到控制, 其值不超过 α, 可信度高
决策二的 II 类风险有多大不清楚, 可信度未知
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原假设的提出问题

检验的原则
原则一 对 H0 采取保护的态度

原则二 控制 I 类风险

H0, H1 地位不对等!

某人去看医生，那么医生应该提出假设

H0 :此人有病, H1 :此人无病.

鉴定某药品的疗效，应该提出假设

H0 :此药无效, H1 :此药有效.

鉴定新技术应用效果，应该提出假设

H0 :无效果, H1 :有效果.

在司法审判中，对犯罪嫌疑人应提出假设

H0 :无罪, H1 :有罪.



正态总体参数的假设检验 作业

1 正常人的脉搏平均为 62 次/分. 今对某种疾病患者 10 人, 测其脉搏为 54, 68, 65,
77, 70, 64, 69, 72, 62, 71 次/分. 设患者的脉搏次数 X 服从正态分布. 试在显著性
水平 α = 0.05 下, 检验患者的脉搏与正常人的脉搏有无差异?

2 使用 A (电学法) 与 B (混合法) 两种方法来研究冰的潜热, 样品都是 −0.72◦C 的冰
块, 下列数据是每克冰从 −0.72◦C 变成 −0◦C 水的过程中的吸热量 (卡/克):

方法 A :79.98, 80.04, 80.02, 80.03, 80.03, 80.04, 80.04,

79.97, 80.05, 80.03, 80.02, 80.00, 80.02,

方法 B :80.02, 79.94, 79.97, 79.98, 79.97, 80.03, 79.95, 79.97.

假定每种方法测得的数据都服从正态分布, 且它们的方差相等. 检验 H0 : 两种方法
的总体均值相等 (α = 0.05).

3 加工某一机器零件, 根据其精度要求, 标准差不得超过 0.9. 现从该产品中抽取 19 个
样本, 得样本标准差为 S = 1.2. 当 α = 0.05 时, 可否认为标准差变大? (假定零件
尺寸服从正态分布.)

4 从城市的某区中抽取 16 名学生测其智商, 平均值为 107, 样本标准差为 10. 而从该
城市的另一区抽取的 16 名学生平均智商为 112, 标准差为 8, 试问在显著性水平
α = 0.05 下, 这两组学生的智商有无差异? 假定学生的智商服从正态分布.
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正态总体参数的假设检验 作业

5 下表给出两个文学家 Mark Twain 的 8 篇小品文以及 Snodgrass 的 10 篇小品文中
由 3 个字母组成的词的比例.
设两组数据分别来自正态总体, 且两总体方差相等, 两样本相互独立. 问两个作家所
写的小品文中包含由 3 个字母组成的词的比例是否有显著性差异 (α = 0.05)?

Mark Twain:0.225, 0.262, 0.217, 0.240, 0.230, 0.229, 0.235, 0.217,

Snodgrass0.209, 0.205, 0.196, 0.210, 0.202, 0.207, 0.224, 0.223, 0.220, 0.201.
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