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大数定律

问题背景

‘‘概率” 的产生

随机试验⇒ 统计数据⇒ 统计规律性⇒ 频率稳定性⇒ 概率

频率稳定性
设 n 次独立重复试验中事件 A 发生的概率为 nA, 则当 n → ∞ 时, 有

ξn = nA

n
→ p = P(A)

大数定律的客观背景
大量随机现象中的平均结果的稳定性

怎样定义极限 lim
n→∞

nA

n
= p?

‘‘频率稳定性” 的严格数学描述是什么?
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大数定律

实例

‘‘抛硬币” 实验
将一枚硬币连续抛 n 次, 记 A 为正面朝上的事件, nA 为 n 次试验中 A 发生的次数. 则
A 发生的频率为 ξn = nA

n
, n = 1, 2, . . .. 可见:

{ξn}∞
n=1 是随机变量列

{ξn = ξn(ω)}∞
n=1 是定义在样本空间 Ω 上的函数列.

复习: 函数列的收敛
设函数 f(x), fn(x), n = 1, 2, . . . 在区间 (a, b) 上有定义, fn(x) 点点收敛于 f(x) 是指,
对任意 x ∈ (a, b),

lim
n→∞

fn(x) = f(x)

问题
作为样本空间上的函数列 {ξn(ω)}∞

n=1, 是否有

lim
n→∞

ξn(ω) = p, ∀ω ∈ Ω?
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大数定律

依概率收敛
设有 ξ 和一列随机变量 ξ1, ξ2, . . .. 若对于任意 ε > 0, 有

lim
n→∞

P
(
|ξn − ξ| ≥ ε

)
= 0,

则称 {ξn} 依概率收敛于 ξ, 记为 ξn
P→ ξ.

如何理解 ‘‘依概率收敛”?
lim

n→∞
P(|ξn − ξ| ≥ ε) = 0 ⇔ lim

n→∞
P(|ξn − ξ| < ε) = 1.

ξn
P→ ξ 的直观意义: 随着 n 的增大, 绝对误差 |ξn − ξ| 较大的可能性越来越小.

对抛硬币实验: ξn = nA

n

P→ 1
2 .

1
2 − ε

1
2 + ε

n

nA

n
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大数定律

伯努利大数定律

设 nA 是 n 次独立重复试验中事件 A 发生的次数, 且 P(A) = p. 则 ∀ε > 0, 有

lim
n→∞

P
(∣∣∣nA

n
− p

∣∣∣ ≥ ε
)

= 0.

伯努利大数定律的意义

在概率的统计定义中, 事件 A 发生的频率
nA

n
‘‘稳定于” 事件 A 在一次试验中发生的概

率 p, 即 ‘‘频率稳定性”:

当 n 足够大时, 概率 p 可被频率 nA

n
近似代替.

证明方法
令 nA = X1 + · · · + Xn, 其中 Xk 独立且服从参数为 p 的两点分布. 则 EX1 = p 且

lim
n→∞

P
(∣∣∣nA

n
− p

∣∣∣ ≥ ε
)

= 0 ⇔ lim
n→∞

P
(∣∣∣ 1

n

n∑
k=1

Xk − EX1

∣∣∣ ≥ ε
)

= 0.

我们将证明更一般的切比雪夫大数律.
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大数定律

切比雪夫大数律

设 {Xn} 为相互独立的随机变量列, 且具有相同的数学期望 µ 和方差 σ2. 则 ∀ε > 0, 有

lim
n→∞

P
(∣∣∣ 1

n

n∑
i=1

Xi − µ

∣∣∣ ≥ ε
)

= 0.

切比雪夫不等式

设 ξ 的期望和方差存在, 则 P
(

|ξ − Eξ| ≥ ε
)

≤ Var(ξ)
ε2 .

对 ξ = 1
n

n∑
i=1

Xi 应用 Chebyshev 不等式, 我们有

Eξ = EXi = µ, Var(ξ) = 1
n2

n∑
i=1

Var(Xi) = σ2

n
.

故 ∀ε > 0 : P(| 1
n

n∑
i=1

Xn − µ| ≥ ε) ≤ σ2

nε2 → 0, n → ∞.
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大数定律

切比雪夫大数律的意义

具有相同数学期望和方差的独立随机变量序列的算术平均值依概率收敛于数学期望. 因
此, 当 n 足够大时, 算术平均值几乎是一常数.

数学期望可被算术均值代替.
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Kolmogorov 强大数律 (1933)

设 {Xi} 为一列独立同分布随机变量, 且期望 µ = EXi 存在. 令 ξn = 1
n

n∑
i=1

Xi, 则

P
(

lim
n→∞

|ξn − µ| = 0
)

= 1, 或等价地, ∀ε > 0, P(lim sup
n→∞

|ξn − µ| ≥ ε) = 0.

Grundbegriffe Der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Kolmogorov 1933



大数定律

大数定律的意义

给出了 ‘‘频率稳定性” 的严格数学解释.
提供了通过试验来确定事件概率的方法.
是数理统计中参数估计的重要理论依据之一.
是 Monte Carlo 方法的主要数学理论基础.

李立颖 (数学系) 概统第五章: SSN & CLT 2023 秋 (概统 7 班) 10 / 24



大数定律

几乎必然收敛与依概率收敛

对比
Xn 依概率收敛到 0 是指 ∀ε > 0 : lim

n→∞
P(|Xn| ≥ ε) = 0.

Xn 几乎必然收敛到 0 是指 P
({

ω : lim
n→∞

Xn(ω) = 0
})

= 1.

依概率收敛但不几乎必然收敛的例子
一个人被知乎网友永久地被关在一间 10 平米的小屋子里, 各种生活必需品一应俱全, 但
只有一台电脑为伴. 坏消息是是电脑的硬盘容量只有 2 GB, 好消息是电脑的容量会按如
下的规律随机增长: 在第 1 个小时会增长 1GB, 在随后的 2 个小时中某一个随机小时会
增长 1 GB, 然后在随后的 3 个小时中某一个随机小时会增长 1GB, ..., 在第
k(k − 1)/2 + 1 至第 k(k + 1)/2 个小时中某随机小时会增长 1GB, 依此类推.
记 Xn 为第 n 个小时硬盘容量的增长 (以 GB 为单位). 则

P(|Xn| ≥ ε) ≲ c√
n

→ 0 ⇒ Xn
P→ 0.

但 lim
n→∞

Xn ̸= 0, 因为在无穷序列 X1, X2, . . . 中, 对于任意大的 N , 存在 n > N 使得

Xn = 1.

李立颖 (数学系) 概统第五章: SSN & CLT 2023 秋 (概统 7 班) 11 / 24



大数定律

为什么叫 ‘‘大数定律” 而不叫 ‘‘大数定理”?

在概率论发展初期, 由于概率的数学定义尚未明确, 所以缺乏理解概率收敛的理论基础,
故把频率 ‘‘趋于” 概率视为经大量试验而得到的结果, 就像物理学的定律一样.
在概率论的公理化体系建立以后, 大数定律可在理论上进行严格的证明而成为意义明确
的定理, 故现有有些教材上称为 ‘‘大数定理”.
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大数定律

大数律的实际应用: Monte–Carlo 方法

Monte–Carlo 方法 或称为计算机随机模拟方法、计算机仿真方法 是科学与工程的一种
重要工具.
Monte–Carlo 方法的原理主要基于大数定律.

例
设计算机屏幕上有一矩形区域 G (不妨设 G 的面积为 1). 现用鼠标在 G 的内部任画一
封闭曲线 L, 求 L 围成的内部图形 D 的面积 |D|.

解
用计算机产生一串相互独立、均服从 G 上均匀分布的随机变
量 (X1, Y1), (X2, Y2), . . . , (Xn, Yn). 记事件
A = {产生的随机点落入 D 中}, nA = (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn)
中落入 D 的个数. 由伯努利大数定律有

nA

n

P→ P(A) = |D|
|G|

因此当 n 充分大时, D 的面积 |D| ≈ nA

n
.

G

D
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大数定律 作业

1 设随机变量 X 和 Y 数学期望都是 2, 方差分别为 1 和 4, 而相关系数为 0.5. 请根
据切比雪夫不等式给出 P(|X − Y | ≥ 6) 的上限.

2 将一枚骰子重复掷 n 次, 则当 n → ∞, 请写出 n 次掷出点数的算术平均值依概率收
敛的极限.
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中心极限定理

1 大数定律

2 中心极限定理
作业
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中心极限定理

引言

中心极限定理客观背景
在实际问题中, 常常需要考虑许多随机因素所产生的总影响.
观察表示, 如果一个量是由大量相互独立的随机因素的影响所造成, 而每一个别因素在总
影响中所起的作用不大, 则这种量一般都服从或近似服从正态分布.

数学模型
设 X1, X2, ..., Xn 是大量相互独立的随机变量, 令 Zn = X1 + X2 + · · · + Xn, 则
Zn ≈ N (µ, σ2). 或进行归一化:

Z∗
n = Zn − EZn√

Var(Zn)
=

∑n

i=1 Xi −
∑n

i=1 EXi√∑n

i=1 Var(Xi)
≈ N (0, 1).

反例
取 Xn = 0, n = 2, 3, . . .. 则

Z∗
n = X1 − µ1

σ1
, n = 1, 2, . . .

除非 X1 服从正态分布, 否则 Z∗
n 不可能以正态分布为极限.
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中心极限定理

中心极限定理 (central limit theorem)

定义

令 {Xn} 为独立随机变量列且 EXn = µn, Var(Xn) = σ2
n. 令 Zn = X1 + · · · + Xn. 若

归一化后的随机变量 Z∗
n = Zn − EZn√

Var(Zn)
的分布函数 Fn(x), 对任意 x 满足

lim
n→∞

Fn(x) = lim
n→∞

P
[∑n

k=1 Xk −
∑n

k=1 µk√∑n

k=1 σ2
k

≤ x
]

=
∫ x

−∞

1√
2π

e−t2/2 dt = Φ(x),

则称 {Xn} 服从中心极限定理. 我们也把上式记为 Z∗
n ⇒ N (0, 1).

独立同分布的中心极限定理
设 {Xn} 为独立同分布的随机变量列, 其数学期望和方差分别为

EXk = µ, Var(Xk) = σ2 > 0, k = 1, 2, . . .

则 {Xn} 服从中心极限定理, 即

Z∗
n =

∑n

k=1 Xk − nµ
√

nσ
⇒ N (0, 1).
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中心极限定理

De Moivre–Laplace 中心极限定理

设 {ηn} 为服从参数为 n, p, p ∈ (0, 1) 的二项分布随机函数列, 则对任意的 x, 有

lim
n→∞

P
[

ηn − np√
np(1 − p)

≤ x
]

=
∫ x

−∞

1√
2π

e−t2
dt = Φ(x).

证明
因二项分布产生于 n 重伯努利试验, 故 ηn 可分解为

ηn = X1 + X2 + · · · + Xn,

其中 Xk, k = 1, 2, . . . 为独立同分布的 0-1 分布, 且 EXk = p, Var(Xk) = p(1 − p). 由
独立同分布的中心极限定理, 有

lim
n→∞

P
[

ηn − np√
np(1 − p)

≤ x
]

= lim
n→∞

P
[∑n

i=1 Xi − np√
np(1 − p)

≤ x
]

=
∫ x

−∞

1√
2π

e−t2/2 dt.
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中心极限定理

De Moivre – Laplace 中心极限定理的应用

对于二项分布 X ∼ Bin(n, p), 有

ηn − np√
np(1 − p)

≈ N (0, 1),

即当 n 很大时,
ηn ≈ N (np, np(1 − p)).

对比: 泊松分布
当 n 很大, p 很小时, np = λ, 有

ηn = Bin(n, p) ≈ π(λ).

区别
泊松逼近适用于大 n 小 p, 中心极限定理是大 n 固定 p.
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中心极限定理

高尔顿钉板试验

x

−8 −7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

W 为小球最后的位置

共 16 层钉板, X 为小球向右的次数, 则

X ∼ Bin(16, 0.5), W =
(
X − (16 − X)

)
/2 = X − 8 ≈ N (0, 4).
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中心极限定理

为什么叫 ‘‘中心极限定理”
De Moivre – Laplace 中心极限定理是 De Moivre 于 1730 年给出的概率论历史上第一个
中心极限定理. 在此后的大约 200 年中, 有关对独立随机变量和的极限分布的讨论一直
是概率论研究的中心, 故称为 ‘‘中心极限定理”.
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例题

某单位电话交换机有 500 部电话, 在所有通话中有 96% 次通话是在各分机内进行的. 假
定每部分机是否需要打外线是相互独立的, 问要配备多少条外线才能以 95% 的概率保证
每个分机要用外线时不必等候?

解
在任一时刻, 记

Xk =
{

1, 第 k 台分机要用外线,

0, 否则,
k = 1, 2, . . . , 500.

则 X1, . . . , X500 独立同分布, 且 P(Xk = 0) = 0.96, P(Xk = 1) = p = 0.04. 由独立同分

布的中心极限定理, 有
500∑
k=1

Xk ≈ N (20, 19.2). 我们要求 N 使得

P
( 500∑

k=1

Xk ≤ N
)

≥ 0.95, 因此,

P(
500∑
k=1

Xk ≤ N) ≈ P
(∑500

k=1 Xk − 20
√

19.2
≤ N − 20√

19.2

)
≈ Φ

(
N − 20√

19.2

)
≥ 0.95 ⇒ N ≥ 27.23.



中心极限定理

例题

设有一批种子, 其中良种占 1/6. 试估计在任选的 6000 粒种子中, 良种比例在 1/6. 试估
计在任选的 6000 粒种子中, 良种比例与 1/6 比较上下不超过 1% 的概率.

解
设 X 表示 6000 粒种子中的良种数, 则 X ∼ Bin(6000, 1/6). 由 De Moivre–Laplace 中
心极限定理, 有 X ≈ N (1000, 5000/6), 因此所求为

P
(∣∣∣ X

6000−1
6

∣∣∣ < 0.01
)

= P(|X−1000| < 60) ≈ Φ
(1060 − 1000√

5000/6

)
−Φ

(940 − 1000√
5000/6

)
≈ 0.9624.

比较 P(|X/6000 − 1/6| < 0.01) 的计算结果
二项分布 (精确结果): 0.9590
中必极限定理: 0.9624
Poisson 逼近: 0.9379
Chebyshev 不等式: 0.7685
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中心极限定理 作业

P130: 1, 2
补充题:

1 设某种电器元件的寿命服从均值为 100 小时的指数分布, 现随机取得 16 只, 设它们的寿
命是相互独立的, 求这 16 只元件的寿命的总和大于 1920 小时的概率.

2 某保险公司的老年人寿保险有 1 万人参加. 每人每年交 200 元, 若老人在该年死亡, 公司
付给受益人 1 万元. 设老年人死亡率为 0.017, 试求保险公司在一年内这项保险亏本的概
率.
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