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随机变量的期望 引言

数字特征

随机变量的概率特征
分布函数 (CDF, cumulative distribution function )
密度函数 (PDF, probability density function)
频率函数 (PMF, probability mass function)

特点
优点: 全面、详细、完整
不足: 复杂、重点不突出

问题
如何粗线条地描述随机变量的特性? 函数是一个无穷维/高维的对象, 如何用一个低维的
对象去刻画?
数字特征
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随机变量的期望 引言

平均值

例子
甲、乙两射手进行打靶训练, 每人各打了 100 发子弹, 成绩如下:

甲: 环数 8 9 10
次数 15 40 45 乙: 环数 8 9 10

次数 35 10 55

怎样评估两人的射击水平?

分析
两人的总环环数分别为

甲:8 × 15 + 9 × 40 + 10 × 45 = 930,

乙: 8 × 35 + 9 × 10 + 10 × 55 = 920.

每枪的平均环数为

甲:8 × 15 + 9 × 40 + 10 × 45
100 = 9.3,

乙: 8 × 35 + 9 × 10 + 10 × 55
100 = 9.2
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随机变量的期望 引言

平均值概念广泛存在
某班级某课程考试的平均成绩

电子产品的平均无故障时间

某地区的日平均气温和日平均降水量

某地区的家庭平均年收入

某地区的水稻的平均亩产量

某国家国民的平均寿命.

问题
怎样定义随机变量平均值概念?
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随机变量的期望 引言

例子
甲、乙两射手进行打靶训练, 每人各打了 100 发子弹, 成绩如下:

甲: 环数 8 9 10
次数 15 40 45 乙: 环数 8 9 10

次数 35 10 55

怎样评估两人的射击水平?

进一步分析
记甲每枪击中的环数为 X, 因为射击次数较多, 故可以认为 X 的频率函数为

X 8 9 10
pk 0.15 0.40 0.45

则甲射手每枪的平均环数为

8 × 0.15 + 9 × 0.40 + 10 × 0.45 = 9.3.

平均环数

E(X) :=
3∑

k=1

xkpk.
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随机变量的期望 离散型随机变量的数学期望

离散型随机变量的数学期望

定义
设随机变量 X 的频率函数为

X x1 x2 · · · xk · · ·
P(X = xk) p1 p2 · · · pk · · ·

若级数

∞∑
k=1

|xk|pk < ∞, 则称

E(X) :=
∞∑

k=1

xkpk =
∞∑

k=1

xkP(X = xk)

为随机变量 X 的数学期望 (期望、均值）

“ 数学期望 (Expectation, Expected Value)” 的由来
‘‘数学期望” 是历史上沿用下来的一个名词, 可理解为在数学上对随机变量进行计算期望
到的值, 即平均值.
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某商店对家用电器的销售先使用后付款. 付款额根据使用寿命 X 来确定:

寿命 (年) X ≤ 1 1 < X ≤ 2 2 < X ≤ 3 X > 3
付款 (元) 1500 2000 2500 3000

假设 X ∼ Exp(0.1), 试求该商店出售一台电器的平均收费额.

设出售一台电器的收费额为 Y , 则 Y 的频率函数为

P(Y = 1500) = P(X ≤ 1) =
∫ 1

0

1
10e−x/10 = 0.0952

P(Y = 2000) = P(1 < X ≤ 2) =
∫ 2

1

1
10e−x/10 = 0.0861

P(Y = 2500) = P(2 < X ≤ 3) =
∫ 3

2

1
10e−x/10 = 0.0779

P(Y = 3000) = P(3 < X ≤ 4) =
∫ ∞

3

1
10e−x/10 = 0.7408.

因此 EY = 1500 × 0.952 + 2000 × 0.0861 + 2500 × 0.0779 + 3000 × 0.7408 = 2732.17,
即商店出售一台电器平均收费额为 2732.17 元.



随机变量的期望 离散型随机变量的数学期望

泊松分布的期望

若 X ∼ π(λ), 则 EX = λ.

证明

由 P(X = k) = λk

k! e−λ, k = 0, 1, 2, . . ., 我们有

EX =
∞∑

k=0

k · P(X = k)

=
∞∑

k=0

k
λk

k! e−λ

= λe−λ

∞∑
k=1

λk−1

(k − 1)!

= λe−λ

∞∑
i=0

λi

i! = λe−λ · eλ = λ.
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随机变量的期望 离散型随机变量的数学期望

二项分布的期望

若 X ∼ Bin(n, p), 则 EX = np.

证明

注意到 k

(
n

k

)
= k

n!
k!(n − k)! = n

(n − 1)!
(k − 1)!(n − k)! = n

(
n − 1
k − 1

)
.

EX =
n∑

k=0

k ·
(

n

k

)
pk(1 − p)n−k

=
n∑

k=1

n ·
(

n − 1
k − 1

)
pk(1 − p)n−k

= np

n−1∑
k′=k−1=0

(
n − 1

k′

)
pk′

(1 − p)n−1−k′

= np[p + (1 − p)]n−1

= np.
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随机变量的期望 离散型随机变量的数学期望

常见分布的数学期望

分布 概率分布 期望

0-1 分布 P(X = 1) = p, P(X = 0) = 1 − p p

Bin(n, p) P(X = k) =
(

n

k

)
pk(1 − p)n−k, k = 0, 1, . . . , n np

π(λ) P(X = k) = λk

k! e−λ, k = 0, 1, 2, . . . λ.
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随机变量的期望 离散型随机变量的数学期望

讨论

问题

数学期望的定义中, 为什么要求绝对收敛
∞∑

k=1

|xk|pk < ∞?

绝对收敛可以保证求和结果与顺序无关, 并且使得数学期望有与可列可加性兼容的一系
列极限结果.

定义

若

∞∑
k=1

|xk|pk = ∞, 则称数学期望 EX 不存在.
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随机变量的期望 连续型随机变量的数学期望

定义

设随机变量的概率密度函数为 f(x). 若∫ ∞

−∞
|x|f(x) dx < ∞,

则称

EX :=
∫ ∞

−∞
xf(x) dx

为随机变量 X 的数学期望 (期望、均值).

注

若

∫ ∞

−∞
|x|f(x) dx = ∞, 则称 EX 不存在.
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随机变量的期望 连续型随机变量的数学期望

均匀分布的期望

若 X ∼ U[a, b], 则 EX = a + b

2 .

证明

X 的密度函数为 f(x) = 1(a,b)(x) · 1
b − a

. 因此

EX =
∫ b

a

x

b − a
dx

= 1
b − a

b2 − a2

2

= a + b

2 .
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随机变量的期望 连续型随机变量的数学期望

正态分布的数学期望

若 X ∼ N (µ, σ2), 则 EX = µ.

证明

EX =
∫ ∞

−∞
x · 1√

2πσ
e

− (x−µ)2

2σ2 dx

= 1√
2πσ

∫ ∞

−∞
(x − µ + µ)e− (x−µ)2

2σ2 dx

= 1√
2πσ

∫ ∞

−∞
(x − µ)e− (x−µ)2

2σ2 dx + µ ·
∫ ∞

−∞

1√
2πσ

e
− (x−µ)2

2σ2 dx

= 0 + µ = µ.
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随机变量的期望 连续型随机变量的数学期望

指数分布的数学期望

设某元器件的寿命 X 服从指数分布 Exp(1/θ), 其密度为

f(x) = 1(0,∞)(x)1
θ

e− x
θ .

则 EX = θ.

EX =
∫ ∞

0
x

1
θ

e− x
θ dx

= θ

∫ ∞

0

x

θ
e− x

θ d
(

x

θ

)
= θ

∫ ∞

0
te−t dt = θ

(
− te−t − e−t

∣∣∣∞

0

)
= θ.

工程上, 如果某件产品的平均寿命为 θ = 10k (小时), 则称该产品为 “k 级” 产品. k 越
大, 失效率 10−k 越低, 则平均寿命越长, 可靠性越高. 在航空、航天、军事、医疗等领域,
通常要求元器件达 9 级以上, 即 θ ≈ 114160 (年).

李立颖 (数学系) 概统第四章: 数字特征 2023 秋 (概统 7 班) 16 / 93



随机变量的期望 连续型随机变量的数学期望

连续型随机变量的期望

分布 概率密度 期望

U[a, b] f(x) = 1(a,b)(x) 1
b − a

a + b

2

Exp(λ) f(x) = 1(0,∞)λe−λx 1
λ

N (µ, σ2) f(x) = 1√
2πσ

e
− (x−µ)2

2σ2 µ
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随机变量的期望 连续型随机变量的数学期望

例题

设随机变量 X 的密度函数为

f(x) = 1
2e−|x|, x ∈ R.

求 EX.

解

EX =
∫ ∞

−∞
x

1
2e−|x| dx = 0 (对称性).
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随机变量的期望 连续型随机变量的数学期望

Cauchy 分布的期望

设 X ∼ f(x) = 1
π

1
1 + x2 , 则 EX 不存在.

注意到 ∫ ∞

−∞
|x|f(x) dx = lim

M→∞

∫ M

−M

|x|f(x) dx

= lim
M→∞

2
∫ M

0
x · 1

π

1
1 + x2 dx

= lim
M→∞

1
π

ln(1 + x2)
∣∣∣M

0
= ∞.

故 EX 不存在.
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随机变量的期望 连续型随机变量的数学期望

Markov 不等式

设随机变量 X 满足 P(X ≥ 0) = 1, 且 EX 存在, 则

P(X ≥ t) ≤ EX

t
.

证明
我们只对连续情形证明. 因为 X ≥ 0, 所以

EX =
∫ ∞

0
xf(x) dx =

∫ t

0
xf(x) dx +

∫ ∞

t

xf(x) dx

≥
∫ ∞

t

xf(x) dx

≥ t

∫ ∞

t

f(x) dx = tP(X ≥ t).

移项即得结论.
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随机变量的期望 随机变量函数的数学期望

背景

设已知随机变量 X 的分布, 我们需要计算的不是 X 的期望, 而是 X 的某个函数 g(X)
的期望. 如何计算?

例子

飞机机翼受到的压力为 W = kv2, 其中 v 为风速, k > 0 为常数. 问机翼受到的平均压力
有多大?

思路
已知 X ∼ g(X), 则 Y = g(X) ∼ fY (y). 因此

Eg(X) = EY =
∫ ∞

−∞
yfY (y) dy.
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随机变量的期望 随机变量函数的数学期望

是否可以不求 g(X) 的分布而只根据 X 的分布求 Eg(X)?

定理
设 y = g(x) 为一 (可测) 函数, 则

1 若 X 为离散型, 且频率函数为 P(X = xk) = pk, k = 1, 2, . . ., 且
∞∑

k=1

|g(xk)| · pk < ∞, 则

EY = Eg(X) =
∞∑

k=1

g(xk)pk.

2 若 X 为连续型, 且密度函数为 f(x), 且
∫ ∞

−∞
|g(x)|f(x) dx < ∞, 则

EY = Eg(X) =
∫ ∞

−∞
g(x)f(x) dx.

求 g(X) 时只需要知道 X 的分布, 这给我们带来很大的便利性.
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随机变量的期望 随机变量函数的数学期望

例题

设风速 V ∼ U(0, a), 且飞机机翼受到的正压力 W = kV 2, k > 0 为常数. 求 EW .

解

V 的密度函数为 f(v) = 1(0,a)(v) 1
a

. 因此

EW =
∫ a

0

k

a
v2 dv

= 1
3ka3.

因此飞机机翼受到的平均正压力为
1
3ka3.
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随机变量的期望 随机变量函数的数学期望

二元随机变量函数的期望

设 z = g(x, y) 为二元 (可测) 函数.
1 若 X, Y 为离散型, 且联合频率函数为

P(X = xi, Y = yj) = pij , i, j = 1, 2, . . .

若

∞∑
i,j=1

|g(xi, yj)|pij < ∞, 则

EZ = Eg(X, Y ) =
∞∑

i,j=1

g(xi, yj)pij .

2 若 X, Y 为连续型, 且联合密度函数为 f(x, y). 若∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|g(x, y)|f(x, y) dxdy < ∞,

则

EZ = Eg(X, Y ) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
g(x, y)f(x, y) dxdy.

注
公式可推广到一般的高维随机变量.
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随机变量的期望 随机变量函数的数学期望

例

设 (X, Y ) 的密度函数为 f(x, y) = 1{0≤y≤x≤1}(x, y)15xy2. 试求 EX, EY 及 EXY .

思路
除了可以先求 fX(x), fY (y) 然后利用一元随机变量期望的公式, 我们还可以对
g(x, y) = x 或 g(x, y) = y 利用二维随机变量的公式.

EX =
∫∫

R×R
xf(x, y) dxdy =

∫∫
0≤y≤x≤1

x · 15xy2 dxdy

=
∫ 1

0
dx

∫ x

0
15x2y2 dxdy = 15

3

∫ 1

0
x5 dx = 5

6 .

EY =
∫∫

R2
yf(x, y) dxdy = 5

8 .

E(XY ) =
∫∫

R2
xyf(x, y) dxdy =

∫∫
0≤y≤x≤1

xy · 15xy2 dxdy = 15
28 .
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随机变量的期望 随机变量函数的数学期望

例题

设随机变量 X 的分布律为

X -2 0 2
P 0.4 0.3 0.3

求 E(3X2 + 5).

解

E(3X2 + 5) = [3 · (−2)2 + 5] · 0.4 + [3 · 02 + 5] · 0.3 + [3.22 + 5] · 0.3
= 13.4.
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随机变量的期望 随机变量函数的数学期望

例题

设 (X, Y ) 在区域 A 上服从均匀分布, 其中 A 为 x 轴、y 轴与直线 x + y + 1 = 0 围成
的区域. 求 EX, E(−3X + 2Y ), EXY .

解
区域 A 可以写为

A = {(x, y) : −1 ≤ x ≤ 0, −1 − x ≤ y ≤ 0}.

且 A 的面积为 1/2. 因此密度函数为 f(x, y) = 1A(x, y) · 2,

EX =
∫ 0

−1
dx

∫ 0

−1−x

x 2dy = −1
3 ,

E(−3X + 2Y ) =
∫ 0

−1
dx

∫ 0

−1−x

2(−3x + 2y) dy = 1
3 ,

EXY =
∫ 0

−1
dx

∫ 0

−1−x

2xy dy = 1
12 .
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随机变量的期望 数学期望的基本性质

数学期望的基本性质

设 a ≤ X ≤ b, 则 a ≤ EX ≤ b.
若 X = c, (a.e.), 则 EX = c.

线性性质
设 c 为常数, 则 E(cX) = cEX.
设 X, Y 为随机变量, E(X + Y ) = EX + EY .
设 a1, . . . , an 为常数, 则对随机变量 X1, . . . , Xn, 有

E
( n∑

i=1

aiXi

)
=

n∑
i=1

aiEXi.

独立随机变量乘积的期望
设 X, Y 相互独立, 则 EXY = EX · EY .
设 X1, X2, . . . , Xn 相互独立, 则

E
(

X1X2 · · · Xn

)
= EX1 · EX2 · · · · · EXn.
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随机变量的期望 数学期望的基本性质

例题

已知随机变量 X 服从参数为 2 的泊松分布, 令 Z = 3X − 2, 求 EZ.

解
由于 X ∼ π(2), 因此 EX = 2. 由线性性, 我们有

EZ = E(3X − 2) = 3EX − 2 = 3 · 2 − 4 = 4.
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随机变量的期望 数学期望的基本性质

例题

设二维随机变量 (X, Y ) 的密度函数为

f(x, y) =

{1
4x(1 + 3y2), 0 < x < 2, 0 < y < 1,

0, 其它.

求 EX, EY , E(X + Y ), E(XY ).

解

EX =
∫ 2

0
x · 1

4x dx

∫ 1

0
(1 + 3y2) dy = 4

3 ,EY =
∫ 2

0

1
4x dx

∫ 1

0
y · (1 + 3y2) dy = 5

8 .

由线性性,
E(X + Y ) = EX + EY = 4

3 + 5
8 = 47

24 .

由独立性,
EXY = EX · EY = 4

3 · 5
8 = 5

6 .
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随机变量的期望 作业

作业

P116: 6, 15, 20, 21, 31
1 设随机变量 X 的概率密度为

f(x) =
{

e−x, x > 0,

0, x ≤ 0.

求以下随机变量的期望:
(1) Y = 2X,
(2) Y = e

−2X .
2 设随机变量 (X, Y ) 的概率密度为

f(x, y) =
{

12y2, 0 ≤ y ≤ x ≤ 1,

0, 其它.

求 EX, EY , EXY , E(X2 + Y 2).
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随机变量的期望 作业

思考题

考虑把原本属于 n 个人的 n 封信打乱重新分发, 每个人拿到一封信. 令 X 为拿到自己信
的总人数. 对于伯努利装错信封问题, 我们知道

P(X = 0) = 1 − 1
1! + 1

2! + · · · + (−1)n · 1
n! .

现在我们考察 X 的期望. 求
n = 3 时, EX =?
n = 4 时, EX =?

提示
将 X 改写为

X = ξ1 + ξ2 + · · · + ξn, ξk =
{

1, 第 k 个人拿到属于自己的信封,

0, 没拿到.

易知 P(ξk = 1) = 1
n

.
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方差和标准差

1 随机变量的期望

2 方差和标准差
引言
定义
重要分布的方差
方差的基本性质
作业

3 协方差和相关系数

4 条件期望和预测

5 矩生成函数

6 近似方法
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方差和标准差 引言

我们已经介绍了随机变量的数学期望, 它体现了随机变量取值的平均水平, 是随机变量的
一个重要数值特征. 但是在很多场合, 仅仅知道平均值是不够的.

例 1: 长度测量
某零件的真实长度为 a, 现用甲、乙两台仪器各测量 10 次, 将测量结果 X 用坐标上的点
表示:

甲 a

乙 a

我们认为乙仪器更准确一些, 因为乙的结果更集中在均值附近.
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方差和标准差 引言

例 2: 炮弹落点
甲、乙两门炮同时向一目标射击 10 发炮弹, 其落点距目标的位置如图:

目标 目标

我们认为乙炮更好, 因为射击结果更集中于中心附近.
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方差和标准差 引言

例子

设有两个牌子的手表, 其走时误差情况如下表:

日误差 (秒) -3 -2 -1 0 1 2 3
概率 (甲) 0.10 0.15 0.15 0.20 0.15 0.15 0.10
概率 (乙) 0.05 0.05 0.10 0.60 0.10 0.05 0.05

试问哪种牌号的手表质量较好?

分析
设两种手表的走时误差分别为 X, Y , 则

EX =
7∑

k=1

xkP(X = xk) = 0

EY =
7∑

k=1

ykP(Y = yk) = 0.

因此两种手表的平均误差一样.
质量是否一样?

我们需要引入另一个数字特征来度量随机变量取值在其中心附近的离散程度, 即方差.
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方差和标准差 定义

从偏离平均值的大小来考虑
对随机变量 X, 考虑偏差 |X − EX|:
偏差越小, 说明质量越稳定
缺点: 绝对值运算不方便.

平方偏差

平方偏差
(
X − EX

)2
仍是随机变量.

平方偏差的平均值 E
(
X − EX

)2
反映了偏离平均值的大小.

定义
对随机变量 X, 若

Var(X) := D(X) := E
(
X − EX

)2

存在, 则称 D(X) 为随机变量 X 的方差 (variance),
√

D(X) 称为标准差 (standard
deviation).
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方差和标准差 定义

例题

设甲、乙两射手击中环数分别为 X, Y , 频率函数为

X 8 9 10
pk 0.15 0.40 0.45 , Y 8 9 10

pk 0.35 0.10 0.55 .

试从均值和方差两方面评估两个的射击技术.

解
先计算数学期望

EX = 8 × 0.15 + 9 × 0.40 + 10 × 0.45 = 9.3
EY = 8 × 0.35 + 9 × 0.10 + 10 × 0.55 = 9.2.

再计算方差

Var(X) = (8 − 9.3)2 · 0.15 + (9 − 9.3)2 · 0.4 + (10 − 9.3)2 · 0.45 = 0.51

Var(Y ) = (8 − 9.2)2 · 0.35 + (9 − 9.2)2 · 0.1 + (10 − 9.2)2 · 0.55 = 0.86.

可看出甲的射击水平比乙高, 且更稳定.
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数学期望 随机变量的平均值

方差 随机变量与其平均值的平均偏离程度.

方差的计算

视 Var(X) = E
(
X − EX

)2
为 g(X) =

(
X − EX

)2
的数学期望, 则有

离散型: 设 X 的频率函数为 P(X = xk) = pk, k = 1, 2, . . ., 则

Var(X) =
∞∑

k=1

(xk − EX)2 · pk.

连续型: 设 X 的概率密度函数为 f(x), 则

Var(X) =
∫ ∞

−∞

(
x − EX

)2
f(x) dx.

Var(X) = E
(
X − EX

)2 (c = EX)

= EX2 − 2EcX + Ec2 = EX2 − 2c · c + c2

= EX2 −
(
EX

)2
.



方差和标准差 定义

例题

对于随机变量 X, 其分布列为

X -1 0 1
p 0.1 0.8 0.1

求 Var(X).

解

EX = 0,

EX2 = (−1)2 · 0.1 + 12 · 0.1 = 0.2

Var(X) = EX2 −
(
EX

)2 = 0.2.

李立颖 (数学系) 概统第四章: 数字特征 2023 秋 (概统 7 班) 40 / 93



方差和标准差 定义

例题

设随机变量 X 的密度函数为

f(x) =
{

1 + x, −1 ≤ x ≤ 0,

1 − x, 0 < x ≤ 1.

求 Var(X).

解

EX =
∫ 0

−1
x(1 + x) dx +

∫ 1

0
x(1 − x) dx = 0,

EX2 =
∫ 0

−1
x2(1 + x) +

∫ 1

0
x2(1 − x) dx = 1

6 ,

Var(X) = EX2 −
(
EX

)2 = 1
6 .
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方差和标准差 定义

例题

一批零件中有 9 个合格品 3 个次品, 从这批零件中任取一个, 如果每次取出的废品不再
放回去. 求在取得合格品以前, 已取出的废品数的期望、方差和标准差.

解
我们可以求得 X 的分布列:

X 0 1 2 3
p

3
4

9
44

9
44

1
220

.

因此,

EX =
3∑

k=0

xkpk = 0.301,

Var(X) =
3∑

k=0

x2
kpk − 0.3012 = 0.322,√

Var(X) =
√

0.322 = 0.567.
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方差和标准差 定义

例题

设随机变量 X 的数学期望为 EX, 方差为 Var(X) > 0. 引入新的随机变量

X∗ = X − EX√
Var(X)

.

证明 EX∗ = 0, Var(X∗) = 1.

证明
令 EX = c, Var(X) = d. 则

EX∗ = EX − c√
d

= 1√
d

(
EX − c

)
= 0

Var(X∗) = E
(
X∗)2 = E

[
X − c√

d

]2

= 1
d
E(X − c)2 = d

d
= 1.

李立颖 (数学系) 概统第四章: 数字特征 2023 秋 (概统 7 班) 43 / 93



方差和标准差 重要分布的方差

泊松分布的方差

若 X ∼ π(λ), 则 Var(X) = λ.

证明
已知 EX = λ. 我们还有

EX2 = E
[
X(X − 1) + X

]
=

∞∑
k=0

k(k − 1)λk

k! e−λ + EX

= λ2e−λ

∞∑
k=2

λk−2

(k − 2)! + λ

= λ2 + λ.

因此
Var(X) = EX2 −

(
EX

)2 = λ2 + λ − λ2 = λ.
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方差和标准差 重要分布的方差

二项分布的方差

若 X ∼ Bin(n, p), 则 Var(X) = np(1 − p).

引理

若 X 与 Y 独立, 且 EX = EY = 0, 则 E(X + Y )2 = EX2 + EY 2.
特别地, 若 X 与 Y 独立, 则 Var(X ± Y ) = Var(X) + Var(Y ).

证明
二项分布 X 可看作 n 个独立同分布的两点分布的和:

X = ξ1 + ξ2 + · · · + ξn, ξk ∼ Ber(p).

易见 Eξ = p, Eξ2 = p, 故 Var(ξ) = p(1 − p). 由引理,

Var(X) = Var(ξ1 + ξ2 + · · · + ξn) = Var(ξ1) + Var(ξ2) + · · · + Var(ξn) = np(1 − p).
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方差和标准差 重要分布的方差

均匀分布的方差

若 X ∼ U(a, b), 则 Var(X) = (b − a)2

12 .

证明

已知 EX = a + b

2 . 我们有

EX2 =
∫ b

a

x2

b − a
dx

= b3 − a3

3(b − a) = a2 + ab + b2

3 .

Var(X) = EX2 −
(
EX

)2

= a2 + ab + b2

3 − (a + b)2

4

= (b − a)2

12 .
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方差和标准差 重要分布的方差

指数分布的方差

若 X ∼ Exp(λ), 则 Var(X) = 1
λ2 .

证明

已知 EX = 1
λ

. 我们有

Var(X) = EX2 − 1
λ2

=
∫ ∞

0
x2λe−λx dx − 1

λ2

= 2
λ2 − 1

λ2 = 1
λ2 .
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方差和标准差 重要分布的方差

正态分布的方差

若 X ∼ N (µ, σ2), 则 Var(X) = σ2.

证明

Var(X) =
∫ ∞

−∞
(x − µ)2 1√

2πσ
e

− (x−µ)2

2σ2 dx

t= x−µ
σ======

∫ ∞

−∞
σ2t2 1√

2π
e− t2

2 dt.

由分部积分, ∫ ∞

−∞
t2e− t2

2 dt =
∫ ∞

−∞
td

(
− e− t2

2

)
=

∫ ∞

−∞
e− t2

2 dt =
√

2π.

代入得 Var(X) = σ2.
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方差和标准差 重要分布的方差

常见分布的期望与方差

分布 概率函数 期望 方差

0-1 分布 P(X = k) = 1k=1p + 1k=0(1 − p) p p(1 − p)

Ber(n, p) P(X = k) =
(

n

k

)
pk(1 − p)n−k np np(1 − p)

π(λ) P(X = k) = λke−λ

k! λ λ

U(a, b) f(x) = 1(a,b)(x) 1
b − a

a + b

2
(b − a)2

12

Exp(λ) f(x) = 1(0,∞)(x)λe−λ 1
λ

1
λ2

N (µ, σ2) f(x) = 1√
2πσ

e
− (x−µ)2

2σ2 µ σ2
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方差和标准差 方差的基本性质

方差的性质
1 若 X

a.e.= c, 则 Var(X) = 0.
2 设 c 为常数, 则 Var(cX) = c2 Var(X).

Var(cX) = E
(
cX − E(cX)

)2 = E(cX − cEX)2 = c2E(X − EX)2 = c2 Var(X).

3 对于随机变量 X 和 Y , 有

Var(X + Y ) = E
(
(X + Y ) − E(X + Y )

)2

= E
(
(X − EX) + (Y − EY )

)2

= E(X − EX)2 + E(Y − EY )2 + 2E(X − EX)(Y − EY )
= Var(X) + Var(Y ) + 2E(X − EX)(Y − EY ).

4 特别地, 当 X, Y 独立时, E(X − EX)(Y − EY ) = E(X − EX) · E(Y − EY ) = 0, 因
此

Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ).

5 若 Var(X) = 0, 则 X
a.e.= c (常数).
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方差和标准差 方差的基本性质

Chebyshev 不等式

3σ-原则
正态随机变量的值几乎都落在 (µ − 3σ, µ + 3σ) 之间, 即 X ∼ N (µ, σ2) 时,

P(|X − µ| < 3σ) = 99.74%.

问
对一般的随机变量 X, 如何估计概率 P(|X − µ| ≤ ε)? 其中 µ = EX, ε > 0 为任意正实
数.

切比雪夫 (Chebyshev) 不等式
设 µ = EX, σ2 = Var(X) 都存在, 则 ∀ε > 0, 有

P(|X − µ| ≥ ε) ≤ σ2

ε2 .
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方差和标准差 方差的基本性质

切比雪夫 (Chebyshev) 不等式
设 µ = EX, σ2 = Var(X) 都存在, 则 ∀ε > 0, 有

P(|X − µ| ≥ ε) ≤ σ2

ε2 .

回顾: Markov 不等式
若随机变量 X ≥ 0, 且 EX 存在, 则

P(X ≥ t) ≤ EX

t
, t > 0.

证明
由 Markov 不等式,

P(|X − µ| ≥ ε) = P(|X − µ|2 ≥ ε2) ≤ E|X − µ|2

ε2 = Var(X)
ε2 .

李立颖 (数学系) 概统第四章: 数字特征 2023 秋 (概统 7 班) 52 / 93



方差和标准差 方差的基本性质

Chebyshev 不等式推论

3σ-原则
取 ε = 3σ, 4σ, 有

P(|X − µ| < 3σ) = 1 − P(|X − µ| ≥ 3σ) ≥ 1 − 1
9 = 88.90%,

P(|X − µ| < 4σ) = 1 − P(|X − µ| ≥ 4σ) ≥ 1 − 1
16 = 93.75%.

因此对一般的随机变量, 3σ-原则的可信度也接近 90%.

推论 2
若 σ2 = 0, 则 P(|X − µ| = 0) = 1.
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方差和标准差 方差的基本性质

例题

已知正常男性成人血液中, 每一毫升白细胞数平均是 7300, 标准差是 700. 利用
Chebyshev 不等式估计每毫升白细胞数在 5200 至 9400 之间的概率.

解

设每毫升白细胞数为 X, 依题意, EX = 7300, Var(X) = 7002,
{X ∈ (5200, 9400)} = {|X − 7300| ≥ 3 · 700}. 因此

P(X ∈ (5200, 9400)) = 1 − P(|X − 7300| ≥ 3 · 700) ≥ 1 − 7002

32 · 7002 = 8
9 .
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方差和标准差 作业

P118: 49, 50, 55
补充题

1 设 X, Y 是相互独立的随机变量, 且有 EX = 3, EY = 1, Var(X) = 4, Var(Y ) = 9. 令
Z = 5X − 2Y + 15. 求 EZ 与 Var(Z).

2 设随机变量 X1, X2, X3, X4 相互独立, 且有 EXi = 2i, Var(Xi) = 5 − i, i = 1, 2, 3, 4.
令 Z = 2X1 − X2 + 3X3 −

1
2

X4. 求 EZ 与 Var(Z).
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协方差和相关系数

1 随机变量的期望

2 方差和标准差

3 协方差和相关系数
协方差的定义
相关系数
矩与协方差矩阵
作业

4 条件期望和预测

5 矩生成函数

6 近似方法
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协方差和相关系数 协方差的定义

随机变量间的关系

回顾
设 (X, Y ) ∼ f(x, y), X ∼ fX(x), Y ∼ fY (y), 则

X, Y 相互独立 ⇔ f(x, y) = fX(x)fY (y).

问: 若 X, Y 不独立, 如何刻画它们之间的关系?

若 X, Y 相互独立, 则
E

[
(X − EX)(Y − EY )

]
= 0.

反之, 若上式不为 0, 则 X, Y 必不独立, 它们之间一定存在某些联系.

定义
若 X,Y 的方差均存在, 记

Cov(X, Y ) := E
[
(X − EX)(Y − EY )

]
,

称为 X, Y 的协方差 (covariance).
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协方差和相关系数 协方差的定义

协方差的基本性质

Cov(X, Y ) := E
[
(X − EX)(Y − EY )

]
,

1 若 X, Y 相互独立, 则 Cov(X, Y ) = 0.
2 (对称性) Cov(X, Y ) = Cov(Y, X).
3 Var(X) = E(X − EX)2 = Cov(X, X).
4 协方差的计算

Cov(X, Y ) = E(X − EX)(Y − EY ) = E(X − µX)(Y − µY )
= EXY − EµXY − EXµY + µXµY

= EXY − µXµY = EXY − EX · EY.

5 Cov(X, Y ) = Var(X) + Var(Y ) + 2 Cov(X, Y ).
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协方差和相关系数 协方差的定义

协方差的双线性性

性质
1 对任意常数 a, b, 有

Cov(aX, bY ) = E
[
(aX − E(aX))(bY − E(bY ))

]
= abE(X − EX)(Y − EY ) = ab Cov(X, Y ).

2 Cov(X1 + X2, Y ) = Cov(X1, Y ) + Cov(X2, Y ).

双线性性 (bilinearity)

假设 U = a +
n∑

i=1

biXi, V = c +
m∑

j=1

djYj , 则

Cov(U, V ) =
n∑

i=1

m∑
j=1

bidj Cov(Xi, Yj).
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协方差和相关系数 相关系数

相关系数

协方差的意义
X, Y 相互独立 ⇒ Cov(X, Y ) = 0.
Cov(X, Y ) ̸= 0 ⇒ X, Y 不独立

单位化

注意到 ∀k ∈ R, Cov(kX, kY ) = k2 Cov(X, Y ), 我们可以考虑 ‘‘单位化” 的随机变量

X∗ := X − EX√
Var(X)

, Y ∗ := Y − EY√
Var(Y )

.

协方差的定义
称

ρXY := Cov(X∗, Y ∗) = Cov(X, Y )√
Var(X) · Var(Y )

为 X, Y 的相关系数.
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协方差和相关系数 相关系数

相关系数与线性逼近

问题
对于随机变量 X, Y , Y 是否能表为 X 的线性函数? 若不能, 均方误差

e = E
[
Y − (a + bX)

]2

何时取得最小值?

限定 b = 0, e = E(Y − a)2 何时最小?
由

∂e

∂a
= E2(Y − a) · (−1) = 0 ⇒ a = EY.

此时 e 为 Y 的方差!

原问题的简化
假设 b ̸= 0, 则 a = E(Y − bX). 为此, 不失一般性, 我们可以只考虑 EY = EX = 0, 否
则我们以中心化的

X̃ = X − EX, Ỹ = Y − EY

代替 X, Y .
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协方差和相关系数 相关系数

e = E(Y − bX)2 何时最小?

解
对 b 求导, 得

∂e

∂b
= E2(Y − bX) · (−X) = 0 ⇒ b = EY X

EX2 = Cov(X, Y )
Var(X) .

此时
emin = Var(Y )(1 − ρ2

XY ).

定理
|ρXY | ≤ 1 (Cauchy 不等式)
|ρXY | = 1 ⇔ Y

a.e.= a + bX, a, b 为常数.
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协方差和相关系数 相关系数

正相关与负相关

相关系数的实际意义

emin = Var(Y ) · (1 − ρ2
XY ) 说明:

|ρXY | 较大时均方误差 e 较小 ⇒ X, Y 之间的线性关系较密切.
当 |ρXY | = 1 时, X, Y 之间以概率 1 为线性关系.
当 |ρXY | 较小时, X, Y 之间的线性关系较弱.

定义
当 0 < ρXY ≤ 1 时, 称 X 与 Y 正相关.
当 −1 ≤ ρXY < 0 时, 称 X 与 Y 负相关.
当 ρXY = 0 时, 称 X 与 Y 不相关.
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协方差和相关系数 相关系数

µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 1 的二维正态分布
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(b) ρ = −0.5: 负相关
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(c) ρ = −0.9: (强) 负相关
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协方差和相关系数 相关系数

例题

设二维随机变量 (X, Y ) 的密度函数为

f(x, y) =
{

x + y, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1,

0, 其它.

求 EX, EY , EXY 及 Cov(X, Y ).

解

EX =
∫ 1

0

∫ 1

0
x(x + y) dxdy = 7

12 ,

EY =
∫ 1

0

∫ 1

0
y(x + y) dxdy = 7

12 ,

EXY =
∫ 1

0

∫ 1

0
xy(x + y) dxdy = 1

3 ,

Cov(X, Y ) = EXY − EX · EY = − 1
144 .
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协方差和相关系数 相关系数

例题

(X, Y ) 在 D = {(x, y) : x, y ≥ 0, x + y ≤ 1} 上服从均匀分布, 求 Cov(X, Y ), ρXY .

解

区域 D 的面积为
1
2 . 所以 (X, Y ) 的联合密度为 f(x, y) = 2 · 1D(x, y). 易得

EX =
∫ 1

0
dy

∫ 1−y

0
2x dx = 1

3 = EY, (对称性)

EXY =
∫ 1

0
y · dy

∫ 1−y

0
2x dx = 1

4 ,

Cov(X, Y ) = EXY − EX · EY = − 1
36 ,

EX2 =
∫ 1

0
dy

∫ 1−y

0
2x2 dx = 1

6 ,

Var(X) = EX2 − (EX)2 = 1
18 = Var(Y ), (对称性),

ρXY = Cov(X, Y )√
Var(X) · Var(Y )

= −1
2 .
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协方差和相关系数 相关系数

例题

设随机变量 (X, Y ) 具有概率密度函数 f(x, y) = 1(0,2)2 (x, y)1
8 (x + y). 求 EX, EY 及

ρXY .

解

EX = EY =
∫ 2

0
dx

∫ 2

0
dy · 1

8x(x + y) = 7
6 ,

EX2 = EY 2 =
∫ 2

0
dx

∫ 2

0
dy · 1

8x2(x + y) = 5
3 ,

Var(X) = Var(Y ) = 5
3 −

(7
6

)2
= 11

36 ,

EXY =
∫ 2

0
dx

∫ 2

0
dy · 1

8xy(x + y) = 4
3

Cov(X, Y ) = 4
3 −

(7
6

)2
= − 1

36 ,

ρXY = Cov(X, Y )√
Var(X) · Var(Y )

= − 1
11 .
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协方差和相关系数 相关系数

例题

设随机变量 (X, Y ) 服从圆域 G : x2 + y2 ≤ 1 上的均匀分布. 试讨论 X, Y 的独立性与
相关性.

解
我们已求得

fX(t) = fY (t) = 2
π

√
1 − t2 · 1(−1,1)(t),

而 f(x, y) = 1G(x, y) · 1
π

. 因此 X, Y 不独立. 又由积分区域和被积函数的对称性,

EX = EY =
∫ 1

−1
xfX(x) dx = 0,

EXY =
∫

x2+y2≤1

xy

π
dxdy = 0.

因此 Cov(X, Y ) = 0, ρXY = 0, 故 X, Y 不相关.
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协方差和相关系数 相关系数

例题

设 (X, Y ) 相互独立, 且都服从 N (µ, σ2). 令 U = aX + bY , V = aX − bY , a, b 为非零
常数. 求 ρUV .

解

Cov(U, V ) = EUV − EU · EV = a2EX2 − b2EY 2 −
[
a2(EX)2 − b2(EY 2)

]
.

对于正态分布, 由于 EX2 = Var(X) +
(
EX

)2 = µ2 + σ2 = EY 2, 代入得

Cov(U, V ) = (a2 − b2)(µ2 + σ2) −
[
a2µ2 − b2µ2

]
= (a2 − b2)σ2.

又 Var(U) = Var(V ) = a2 Var(X) + b2 Var(Y ) = (a2 + b2)σ2, 因此

ρXY = a2 − b2

a2 + b2 .

要善用协方差的线性性!

Cov(aX + bY, aX − bY ) = a2 Cov(X, X) − b2 Cov(Y, Y ) = (a2 − b2)σ2.
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协方差和相关系数 相关系数

二维正态分布的相关系数

设 (X, Y ) ∼ N (µ1, µ2, σ2
1 , σ2

2 , ρ). 则 ρXY = ρ.

证明

不失一般性, 我们可以假设 µ1 = µ2 = 0, σ2
1 = σ2

2 = 1. 此时 ρXY = EXY . 我们有

f(x, y) = 1
2π

√
1 − ρ2

·e− 1
2(1−ρ2)

(x2+y2−ρxy) = 1
2π

√
1 − ρ2

·e− 1
2(1−ρ2)

[(y−ρx)2+(1−ρ2)x2]
.

令 t = 1√
1 − ρ2

(y − ρx), u = x, J = 1. 则

EXY =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xyf(x, y) dxdy =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(
√

1 − ρ2tu + ρu2) 1
2π

e− t2+u2
2 dtdu

= ρ

2π

∫ ∞

−∞
e−t2

dt ·
∫ ∞

−∞
u2e−u2/2 +

√
1 − ρ2

2π

∫ ∞

−∞
te−t2/2dt ·

∫ ∞

−∞
ue−u2/2du

= ρ

2π

√
2π

√
2π = ρ
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协方差和相关系数 相关系数

独立与不相关的关系

X, Y 相互独立 ⇒ X, Y 互不相关:
X, Y 没有任何关系, 当然也没有线性关系.
X, Y 互不相关 ̸⇒ X, Y 相互独立:
X, Y 没有线性关系, 但是可能有其它关系.

特例

对于二维正态分布 (X, Y ) ∼ N (µ1, µ2, σ2
1 , σ2

2 , ρ),

X, Y 相互独立 ⇔ ρ = 0
⇔ ρXY = 0
⇔ X, Y 互不相关.
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协方差和相关系数 矩与协方差矩阵

矩 (Moment) 的定义

对于随机变量 X, Y 称

EXk, k = 1, 2, . . ., 为k 阶原点矩 (k 阶矩);
E(X − EX)k, k = 2, 3, . . ., 为 k 阶中心矩;
EXkY l, k, l = 1, 2, . . ., 为 k + l 阶混合矩;
E(X − EX)k(Y − EY )l, k, l = 1, 2, . . ., 为 k + l 阶混合中心矩.

例子
EX: 1 阶原点矩.
Var(X): 2 阶中心矩.
Cov(X, Y ): 2 阶混合中心矩.
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协方差矩阵

对于二维随机变量 X = (X1, X2), 记

c11 = E(X1 − EX1)2 = Var(X1), c12 = c21

c21 = E(X2 − EX2)(X1 − EX1) = Cov(X2, X1), c22 = E(X2 − EX2)2 = Var(X2).

写作矩阵的形式

C := Cov(X, X) =
[

c11 c12
c21 c22

]
称为 X = (X1, X2) 的协方差矩阵.

协方差矩阵的性质

CT = C, 即 C 为对称阵

C ≥ 0, 即 C 为正定 (非负定) 方阵

正定性证明

任取 v = (a, b)T ∈ R2, 则

vT Cv = Cov(aX1 + bX2, aX1 + bX2) = Var(aX1 + bX2) ≥ 0.



协方差和相关系数 矩与协方差矩阵

总结: 协方差和相关系数的性质

1 对称性: Cov(X, Y ) = Cov(Y, X)
2 数乘: Cov(aX, bY ) = ab Cov(X, Y )
3 (双) 线性性: Cov(X + Y, Z) = Cov(X, Z) + Cov(Y, Z).
4 Cov(X, X) = Var(X).
5 Var(X ± Y ) = Var(X) + Var(Y ) ± 2 Cov(X, Y ).
6 |ρXY | ≤ 1
7 |ρXY | = 1 ⇐⇒ 存在常数 a ̸= 0 和 b 使得 P

(
Y = aX + b

)
= 1.
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协方差和相关系数 作业

作业

P119: 54, 60
补充题:

1 设随机变量 X 的概率密度为 f(x) =
1
2

e−|x|, x ∈ R.

(1) 求 EX, Var(X)
(2) X 与 |X| 是否独立? 说明理由.
(3) X 与 |X| 是否相关? 说明理由.

2 设随机变量 (X, Y ) 的概率密度为

f(x, y) =

{
1
8

(x + y), 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 2,

0, 其它.

求 EX, EY , Cov(X, Y ), ρXY 以及 Var(X + Y ).
3 设随机变量 X 和 Y 独立且均服从 N (µ, σ2). 令 Z = αX + βY , W = αX − βY . 求

Cov(Z, W ), ρZW .
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协方差和相关系数 作业

思考题

考虑把原本属于 n 个人的 n 封信打乱重新分发, 每个人拿到一封信. 令 X 为拿到自己信
的总人数. 对于伯努利装错信封问题, 我们知道

P(X = 0) = 1 − 1
1! + 1

2! + · · · + (−1)n · 1
n! .

问: Var(X) =?
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条件期望和预测

1 随机变量的期望

2 方差和标准差

3 协方差和相关系数

4 条件期望和预测
条件期望的定义
条件期望的性质
作业

5 矩生成函数

6 近似方法
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条件期望和预测 条件期望的定义

条件概率复习

条件频率函数的性质
P(X = xi | Y = yj) ≥ 0, i = 1, 2, . . .

∞∑
i=1

P(X = xi | Y = yj) = 1.

这两条性质说明, 条件频率函数也是一种频率函数.

条件密度函数的性质
fX|Y (x | y) ≥ 0.∫ ∞

−∞
fX|Y (u | y) du = 1.

这两条性质说明, 条件密度函数也是一种密度函数.

总结
从条件频率/密度函数出发, 我们可以定义条件期望 (conditional expectation) 和条件方
差 (conditional variance)
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条件期望和预测 条件期望的定义

条件期望的定义

给定 X = x 的情况下, Y 的条件期望定义为
离散情形

E
[
Y | X = x

]
=

∑
y

ypY |X(y | x)

连续情形

E
[
Y | X = x

]
=

∫
yfY |X(y | x) dy.

一般函数 h(Y ) 的条件期望
离散情形

E
[
h(Y ) | X = x

]
=

∑
y

h(y)pY |X(y | x)

连续情形

E
[
h(Y ) | X = x

]
=

∫
h(y)fY |X(y | x) dy.
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条件期望和预测 条件期望的定义

例

已知 X, Y 的联合分布如下, 求 E(X | Y ), E(Y | X).

X
Y 0 1 2 pi·

0 0.1 0.2 0.2 0.5
1 0.3 0.1 0.1 0.5

p·j 0.4 0.3 0.3 1.0

解

j 0 1 2
pX|Y (0 | j) 1/4 2/3 2/3
pX|Y (1 | j) 3/4 1/3 1/3

E(X | Y = j) 3/4 1/3 1/3
P(Y = j) 0.4 0.3 0.3

i 0 1
pY |X(0 | i) 1/5 3/5
pY |X(1 | i) 2/5 1/5
pY |X(2|i) 2/5 1/5

E(Y | X = i) 6/5 3/5
P(X = i) 0.5 0.5
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条件期望和预测 条件期望的定义

例

设 (X, Y ) 服从 D = {(x, y) | 0 < x < 1, 0 < y < x2} 上的均匀分布. 求 E(Y | X),
E(X | Y ).

解

易得 |D| =
∫ 1

0
dx

∫ x2

0
dy = 1/3, 所以 (X, Y ) 的密度函数为 f(x, y) = 3 · 1D(x, y).

由 fX(x) = 1(0,1)(x)
∫ x2

0
3dy = 3x21(0,1)(x), 因此 fY |X(y | x) = 1(0,x2)(y) 1

x2 . 于是

E(Y | X = x) =
∫ x2

0
y · 1

x2 dy = x2

2 , 即 E(Y | X) = X2

2 .

由 FY (y) = 1(0,1)(y)3(1 − √
y), 得 fX|Y (x | y) = 1(√

y,1)(x) · 1
1 − √

y
. 于是

E(X | Y = y) =
∫ 1

√
y

x

1 − √
y

dx =
1 + √

y

2 ⇒ E(X | Y ) = 1
2(1 +

√
Y ).
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条件期望和预测 条件期望的定义

例: 泊松流

考虑 [0, 1] 区间上均值为 λ 的泊松流. 令 N 是 [0, 1] 上点的个数. 对于 p < 1, 令 X 是
[0, p] 上点的个数. 计算给定 X = n 的情况下, X 的条件分布的期望.

分析
{X = x, N = n} 是指, 在 [0, p) 中有 x 个质点, [p, 1] 中有 n − x 个质点, 而 [0, p) 上的
泊松流与 [p, 1] 上的泊松流是独立的. 又注意到在长度为 t 的区间上, 泊松粒子的个数为

P(π(λt) = k) = e−λt (λt)k

k! , k = 0, 1, 2, . . ..

解

N 和 X 的联合分布为 P(X = x, N = n) = (pλ)xe−pλ

x! · [(1 − p)λ]n−xe−(1−p)λ

(n − x)! .

而 P(N = n) = λne−λ

n! . 因此

P(X = x | N = n) = n!
x!(n − x)!p

x(1 − p)n−x ∼ Bin(n, p). 因而 X 的条件期望为 np.
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条件期望和预测 条件期望的定义

二元正态分布

设 (X, Y ) ∼ N (µ1, µ2, σ2
1 , σ2

2 , ρ), 则

fY |X(y | x) ∼ N (µ2 + ρ
σ2

σ1
(x − µ1), σ2

2(1 − ρ2)).

即给定 X, Y 的条件分布还是一维正态分布.

条件期望: µ2 + ρ
σ2

σ1
(x − µ1), 条件方差: σ2

2(1 − ρ2).

注
条件期望是 x 的线性函数

条件方差随着 |ρ| 的增加而减少.
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条件期望和预测 条件期望的定义

怎么理解 E(Y | X) 与 E(Y | X = x)

E(Y | X) 是一个随机变量
假设对于 X 范围内的任意 x, 有 E(Y | X = x) 存在, 记

E(Y | X = x) := φ(x).

则 E(Y | X) := φ(X) 可看为随机变量 X 的 (可测) 函数, 因此还是一个随机变量.

E(Y | X) 作为随机变量 X 的函数, 也是一个新的随机变量, 可以再求的它的期望与方差:

E
[
E(Y | X)

]
, Var

[
E(Y | X)

]
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条件期望和预测 条件期望的性质

1 E(c | X) = c

2 (线性性) E(aY1 + bY2 | X) = aE(Y1 | X) + bE(Y2 | X).

证明
只对连续情形证明. 设 (X, Y1, Y2) 的联合密度为 f(x, y1, y2). 则

E(aY1 + bY2 | X = x) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(ay1 + by2)f(Y1,Y2)|X(y1, y2 | x) dy1dy2

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(ay1 + by2)f(x, y1, y2)

fX(x) dy1dy2

= a

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
y1

f(x, y1, y2)
fX(x) dy1dy2 + b

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
y2

f(x, y1, y2)
fX(x) dy1dy2

= a

∫ ∞

−∞
y1

f(X,Y1)(x, y1)
fX(x) dy1 + b

∫ ∞

−∞
y2

f(X,Y2)(x, y2)
fX(x) dy2

= a

∫ ∞

−∞
y1fY1|X(y1 | x) dy1 + b

∫ ∞

−∞
y2fY2|X(y2 | x)dy2

aE(Y1 | X = x) + bE(Y2 | X = x).
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条件期望和预测 条件期望的性质

若 X 与 Y 独立, 则 E(Y | X) = EY

证明
由独立性, fY |X(y | x) = f(x, y)/fX(x) = fY (y). 因此

E(Y | X = x) =
∫ ∞

−∞
yfY |X(y | x)dy =

∫ ∞

−∞
yfY (y) dy = EY.
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条件期望和预测 条件期望的性质

全期望公式 (Law of total expectation), 重期望公式 (Law of iterated expectation)

E(Y ) = E
[
E(Y | X)

]
.

证明
只证明离散情形, 连续情形类似.

E
[
E(Y | X)

]
=

∑
x

E(Y | X = x)pX(x)

=
∑

x

[ ∑
y

ypY |X(y | x)
]
pX(x)

=
∑

y

y
∑

x

pY |X(y | x)pX(x)

=
∑

y

ypY (y) = EY.

Y 的期望可以通先以 X 的条件, 计算 E(Y | X), 再对 X 取期望 (加权平均) 得到. 例如
分层抽样, 统计平均分等.
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条件期望和预测 条件期望的性质

方差分解

Var(Y ) = Var
[
E(Y | X)

]
+ EVar(Y | X).

证明
利用重期望公式:

Var(Y ) = EY 2 −
[
EY

]2

= E
[
E(Y 2 | X)

]
− E

[[
E(Y | X)

]2
]

+ E
[[
E(Y | X)

]2
]

−
[
E

[
E(Y | X)

]]2

= EVar(Y | X) + Var
[
E(Y | X)

]
.

李立颖 (数学系) 概统第四章: 数字特征 2023 秋 (概统 7 班) 88 / 93



条件期望和预测 条件期望的性质

例题

假设在系统中, 元件和备件平均寿命都是 µ. 如果元件失效, 系统自动用其备件替代, 但
替换出错的概率为 p. 求整个系统的平均寿命.

1 − p
I

II

解
令 T 是系统的寿命, 用 X 标记替代是否成功, 即

X =
{

1, 备件替代成功,

0, 不成功.

则 E(T | X = 1) = 2µ, E(T | X = 0) = µ. 因此

ET = E(T | X = 1)P(X = 1) + E(T | X = 0)P(X = 0) = 2µ(1 − p) + µp = µ(2 − p).
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条件期望和预测 作业

P120: 67, 77
补充题

1 如果 X 和 Y 是两个连续的随机变量, 证明

E
[
E(X | Y )

]
= EX.

2 设随机变量 (X, Y ) 的概率密度为

f(x, y) =
{

ke−(x+y), 0 ≤ y ≤ x,

0, 其它.

(1) 计算 Cov(X, Y ), ρXY

(2) 计算 E(X | Y = y) 和 E(Y | X = x).
(3) 推导随机变量 E(X | X) 的概率密度.
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矩生成函数

1 随机变量的期望

2 方差和标准差

3 协方差和相关系数

4 条件期望和预测

5 矩生成函数

6 近似方法
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生成函数/母函数 (generating function)
设 X 为取值非负整数的随机变量, pk = P(X = k). 则其母函数定义为

gX(t) :=
∞∑

k=0

pktk = EtX , t ∈ (−1, 1].

例如 X ∼ Geo(p), 则 gX(t) = p

1 − p

1
1 − (1 − p)t . 易见 gX(1) = 1, g′

X(1) = EX

矩母函数 (moment generating function)
设 X 为随机变量, 假设指数矩存在, 定义其矩母函数为

MX(t) := EetX =
∞∑

k=0

EXk

k! , t ∈ (−δ, δ). M
(k)
X (0) = EXk, k = 0, 1, . . .

特征函数 (characteristic function)
设 X 为随机变量, 定义其特征函数为

φX(t) := EeitX ∈ C, t ∈ R.

例如, X ∼ N (µ, σ2), 则 φX(t) = eiµt− σ2
2 t2

.



近似方法

1 随机变量的期望

2 方差和标准差

3 协方差和相关系数

4 条件期望和预测

5 矩生成函数

6 近似方法
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