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引言

多维随机变量的背景

例
人的身高 H 与体重 W

某地区的气温 X, 气压 Y 与湿度 Z

射击中落点横向偏差与纵向偏差 Y

问
能不能将上述随机变量单独分别进行研究?

分析
一般人的身高 H ∼ N (·, ·), W ∼ N (·, ·). 但身高与体重之间有一定关系.
气象指标中的气温、气压与湿度也是相关联的

导弹射程误差与落点的横向偏差及纵向偏差都有关

由于同一对象的不同指标之间往往是有一定联系的, 所以应该把它们作为一个从中整体
来看待.
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引言 二维随机变量

二维随机变量的概念

定义
设 Ω 为样本空间, X = X(ω), Y = Y (ω), ω ∈ Ω, 是定义在 Ω 上的两个随机变量. 记

(X, Y ) :=
(
X(ω), Y (ω)

)
, ω ∈ Ω.

称 (X, Y ) 为二维随机变量 (向量).

注
一个试验产生的二维随机变量可视为向二维平面 ‘‘投掷” 一个 ‘‘随机点”.

ω

Ω O x

y

Y (ω) (X, Y )

X(ω)
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引言 二维随机变量

累积分布函数

定义
设 (X, Y ) 为二维随机变量. 对任意 x, y ∈ R, 定义

F (x, y) := P
(

{X ≤ x} ∩ {Y ≤ y}
)

= P(X ≤ x, Y ≤ y).

称 F (x, y) 为二维随机变量 (X, Y ) 的累积分布函数, 或称为 X 与 Y 的联合累积分布函
数.

计算 P(X ∈ (x1, x2], Y ∈ (y1, y2])

x

y (x2, y2)

P =?
y2

y1

x2x1

P(X ∈ (x1, x2], Y ∈ (y1, y2]) = F (x2, y2) − F (x1, y2) − F (x2, y1) + F (x1, y1) ≥ 0.
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引言 二维随机变量

分布函数 F (x, y) 的本质特征

单调性
对任意固定 x0, F (x0, y) 是 y 的单调不减函数; 对任意固定 y0, F (x, y0) 是 x 的单调不
减函数.

无穷处极限
0 ≤ F (x, y) ≤ 1 且

F (∞, ∞) = 1, F (−∞, y) = F (x, −∞) = F (−∞, −∞) = 0, ∀x, y.

右连续性
对任意 x, y, F (x, ·), F (·, y) 是右连续的.

二维单调性

F (x2, y2) − F (x1, y2) − F (x2, y1) + F (x1, y1) = P(X ∈ (x1, x2], Y ∈ (y1, y2]) ≥ 0.
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引言 二维随机变量

二维单调性

注
最后一条性质不能由前三条性质推出.

反例

F (x, y) =
{

1, x + y ≥ −1,

0, x + y < −1.

则 F (1, 1) − F (−1, 1) − F (1, −1) + F (−1, −1) = 1 − 1 − 1 + 0 < 0.
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引言 二维随机变量

n 维随机变量

定义
设 X1, X2, . . . , Xn 是定义在样本空间 Ω 上的 n 个随机变量. 称

(X1, X2, . . . , Xn)

为n 维随机变量 或 n 维随机向量.

分布函数
称 n 元函数

F (x1, x2, . . . , xn) = P(X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, . . . , Xn ≤ xn)

为 n 维随机向量 (X1, X2, . . . , Xn) 的分布函数 或 X1, X2, . . . , Xn 的联合分布 (函数).

二维随机变量的基本分类
二维离散型随机变量

二维连续型随机变量

李立颖 (数学系) 概统第三章: 联合分布 2023 秋 (概统 7 班) 8 / 132



引言 二维随机变量

边缘分布 (marginal distribution)

如果 (X, Y ) 是一个二维随机变量, 则它的分量 X (或者 Y ) 是一维随机变量. 因此 X
或 Y 也有分布.

定义
称 X 或 Y 的分布为 X 或 Y 关于二维随机变量 (X, Y ) 的边缘分布 (边际分布).
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引言 二维随机变量

边际分布函数

二维随机变量的整体概率特性: (X, Y ) ∼ F (x, y).
两个一维随机变量的概率特性: X ∼ FX(x), Y ∼ FY (y).

定义
称 FX(x)、FY (y) 为 (X, Y ) 关于 X、Y 的边际分布 (函数).
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引言 二维随机变量

联合分布与边际分布的关系

FX(x) = F (x, ∞)

x x

y

X ≤ x
Y < ∞

FY (y) = F (∞, y)

y

x

y

X < ∞
Y ≤ y

性质
随机变量的边际分布完全由它们的联合分布决定. 反之不然.
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引言 二维随机变量

例题
设随机变量 (X, Y ) 的联合分布函数为

F (x, y) = A
(

B + arctan x

2

)(
C + arctan y

2

)
, −∞ < x, y < ∞,

其中 A, B, C 为常数.
1 确定 A, B, C.
2 求 X 和 Y 的边缘分布函数.
3 求 P(X > 2) .

解

F (∞, ∞) = A(B + π/2)(C + π/2) = 1
F (−∞, ∞) = A(B − π/2)(C + π/2) = 0
F (∞, −∞) = A(B + π/2)(C − π/2) = 0.

因此 B = C = π/2, A = 1
π2 .
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引言 二维随机变量

解

FX(x) = F (x, ∞) = 1
2 + 1

π
arctan x

2 , −∞ < x < ∞,

FY (y) = F (∞, y) = 1
2 + 1

π
arctan y

2 , −∞ < y < ∞,

P(X > 2) = 1 − P(X ≤ 2) = 1 − FX(2) = 1 −
(1

2 + 1
π

arctan 2
2

)
= 1

4 .
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(二维) 离散随机变量 频率函数

二维离散型随机变量

回顾: 二维随机变量分类
二维离散型随机变量

二维连续型随机变量

定义
设随机变量 (X, Y ) 的所有可能的取值为 (xi, yj), i, j = 1, 2, . . ., 取值的概率为

P(X = xi, Y = yj) = p(xi, yj) := pi,j , i, j = 1, 2, . . .

则称 (X, Y ) 为离散型随机变量, 称 pi,j 为它的(联合) 频率函数 (joint frequency
function).
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(二维) 离散随机变量 频率函数

频率函数的基本性质

本质特征
设随机变量 (X, Y ) 的频率函数为

pij = P(X = xi, Y = yj), i, j = 1, 2, . . .

则

pij ≥ 0, i, j = 1, 2, . . .
∞∑

i=1

∞∑
j=1

pij = 1.

频率函数的表格表示法

Y
X

x1 x2 · · · xi · · ·

y1 p11 p21 · · · pi1 · · ·
y2 p12 p22 · · · pi2 · · ·
...

...
...

...
...

...
yj p1j p2j · · · pij · · ·
...

...
...

...
...
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(二维) 离散随机变量 频率函数

例题
袋中装有 2 只白球及 3 只黑球. 现进行无放回的摸球, 定义随机变量如下:

X =
{

1, 第一次摸出白球,

0, 第一次摸出黑球,
Y =

{
1, 第二次摸出白球,

0, 第二次摸出黑球.

求 (X, Y ) 的频率函数.

解

P(X = 0, Y = 0) = P(Y = 0 | X = 0) · P(X = 0) = 2
4 · 3

5 = 6
20 ,

P(X = 0, Y = 1) = P(Y = 1 | X = 0) · P(X = 0) = 2
4 · 3

5 = 6
20 ,

P(X = 1, Y = 0) = P(Y = 0 | X = 1) · P(X = 1) = 3
4 · 2

5 = 6
20 ,

P(X = 1, Y = 1) = P(Y = 1 | X = 1) · P(X = 1) = 1
4 · 2

5 = 2
20 .
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(二维) 离散随机变量 频率函数

例题
有一个射击游戏, 参加游戏的人先掷一下骰子, 若出现点数为 X, 则射击 X 次. 设某人击
中目标概率为 p = 0.9. 记击中目标的次数为 Y . 求 (X, Y ) 的频率函数.

分析
X 的取值为 1, 2, . . . , 6, Y 的取值为 0, 1, . . . , X. 当 X = i 时, Y ∼ Bin(i, p),
i = 1, 2, . . . , 6. 我们应当用乘法公式计算概率!

解
由乘法公式及如上分析,

P(X = i, Y = j) = P(Y = j | X = i)P(X = i)

= 1
6

(
i

j

)
pj(1 − p)i−j , 0 ≤ j ≤ i, 1 ≤ i ≤ 6.
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(二维) 离散随机变量 边际频率函数

边际频率函数

设 (X, Y ) 的频率函数为 P(X = xi, Y = yj) = pij , i, j = 1, 2, . . .. 则随机变量 X 的频
率函数是

P(X = xi) =
∞∑

j=1

pij := pi·, i = 1, 2, . . .

同理 Y 的频率函数是

P(Y = yj) =
∞∑

i=1

pij := p·j , j = 1, 2, . . .

定义
称数列 {pi·} 为 (X, Y ) 关于 X 的边际频率函数, 称数列 {p·j} 为 (X, Y ) 关于 Y 的边
际频率函数 (marginal frequency function).

边际频率函数的性质
它是一维随机变量的频率函数

它可通过二维随机变量的频率函数计算得到.
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(二维) 离散随机变量 边际频率函数

例子
设随机变量 X 从 1, 2, 3, 4 中等可能取值, 又设随机变量 Y 从 1, 2, . . . , X 中等可能取
值. 求 X, Y 的联合频率函数以及边际频率函数.

解

当 X = i 时, Y 以
1
i
的概率等可能取到 1 至 i. 因此由乘法公式,

P(X = i, Y = j) = P(Y = j | X = i) · P(X = i) = 1
i

· 1
4 , 1 ≤ j ≤ i.

因此 X, Y 的频率函数及边际频率函数为

Y
X 1 2 3 4 p·j =

∑4
i=1 pij

1 1/4 1/8 1/12 1/16 25/48
2 0 1/8 1/12 1/16 13/48
3 0 0 1/12 1/16 7/48
4 0 0 0 1/16 3/48

pi· =
4∑

j=1

pij 1/4 1/4 1/4 1/4
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(二维) 离散随机变量 边际频率函数

n 维离散型随机变量的边际频率函数

设 X1, . . . , Xn 的联合频率函数为

P(X1 = x1, . . . , Xn = xn) = p(x1, . . . , xn).

边际频率函数
随机变量 X1 的边际频率函数是

PX1 (x1) =
∑

x2,...,xn

p(x1, x2, . . . , xn).

随机变量 X1, X2 的二维边际频率函数 是

pX1X2 (x1, x2) =
∑

x3,...,xn

p(x1, x2, . . . , xn).
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(二维) 离散随机变量 边际频率函数

多项分布 (multinomial distribution): 二项分布的推广

定义
假设进行 n 次独立试验, 每次试验有 r 种可能的结果, 各自出现的概率是 p1, . . . , pr. 令
Ni 是 n 次试验中出现第 i 种试验结果的所有次数, 其中 i = 1, . . . , r. 则 N1, . . . , Nr 的
联合频率函数是

p(n1, . . . , nr) =
(

n

n1 · · · nr

)
pn1

1 pn2
2 · · · pnr

r ,

称为多项分布.

两种计算 Ni 边际频率函数的方法
将联合频率函数关于其它的 nj 求和;
Ni 可解释为 n 次试验中成功的次数, 故 Ni ∼ Bin(n, pi), 因此

pNi (ni) =
(

n

ni

)
pni

i (1 − pi)n−ni .
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(二维) 离散随机变量 习题

例子
箱子里装有 4 只白球和 2 只黑球. 在其中随机地取两次, 每次取一只. 分别考虑 ‘‘有放回
抽样” 与 ‘‘无放回抽样”. 定义

X =
{

0, 第一次为黑球,

1, 第一次为白球.
Y =

{
0, 第二次为黑球,

1, 第二次为白球.

求 X, Y 的联合分布律和边缘分布律.

解

有放回抽样:
Y

X 0 1 pi·

0 1/9 2/9 1/3
1 2/9 4/9 2/3

p·j 1/3 2/3 1

无放回抽样:
Y

X 0 1 pi·

0 1/15 4/15 1/3
1 4/15 6/15 2/3

p·j 1/3 2/3 1
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(二维) 离散随机变量 习题

例题
袋中有 1 个红球, 2 个黑球, 3 个白球. 现有放回地取两次, 每次取一球, 以 X, Y , Z 分别
表示取球所得红、黑、白球个数. 求: P(X = 1 | Z = 0), P(X = 1, Z = 0), 以及 (X, Y )
的分布.

解

P(X = 1 | Z = 0) = P(Bin(2, 1/3) = 1) = 1
3 × 2

3 + 2
3 × 1

3 = 4
9

P(X = 1, Z = 0) = 1
6 × 2

6 + 2
6 × 1

6 = 1
9 .

X, Y 的取值均为 0, 1, 2. 我们只计算几个例子:

P(X = 0, Y = 0) = 3
6 × 3

6 , 两个均为白球

P(X = 0, Y = 1) = 2
6 × 3

6 × 2 = 1
3 , 黑白或白黑

P(X = 1, Y = 2) = 0, 总数超 2 只, 不可能

P(X = 2, Y = 0) = 1
6 × 1

6 = 1
36 , 两只均为红球.
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(二维) 离散随机变量 作业

作业

P76: 3
补充题

1 把一枚均匀硬币抛掷三次, 设 X 为三次抛掷中正面出现的次数, 而 Y 为正面出现次数与
反面出现次数之差的绝对值. 求 (X, Y ) 的频率函数.

2 设 X 的分布为 P(X = −1) = P(X = 0) = P(X = 1) =
1
3

. 令 Y = X2. 求 (X, Y ) 的
联合频率函数及边缘频率函数.

3 设随机变量 Y 服从参数为 1 的指数分布, 随机变量

Xk =
{

0, Y ≤ k,

1, Y > k,
k = 1, 2.

求二维随机变量 (X1, X2) 的联合频率函数及边缘频率函数.
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(二维) 连续随机变量

1 引言

2 (二维) 离散随机变量

3 (二维) 连续随机变量
概率密度函数
二维连续型随机变量的边际分布密度
二维正态分布
均匀分布
作业

4 独立随机变量

5 条件分布

6 联合分布随机变量函数

7 极值和顺序统计量
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(二维) 连续随机变量 概率密度函数

二维连续型随机变量

定义
设随机变量 (X, Y ) 的联合分布函数 (joint cdf) 为

F (x, y) = P(X ≤ x, Y ≤ y).

若存在非负可积函数 f(x, y) ≥ 0 使得

F (x, y) =
∫ x

−∞

∫ y

−∞
f(u, v) dudv, (x, y) ∈ R2,

则称 (X, Y ) 为二维连续型随机变量, 称 f(x, y) 为概率密度函数 (密度函数、密度、联合
密度函数）.

注
由微积分知识, F (x, y) 是连续函数.
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密度函数的基本性质

本质特征

f(x, y) ≥ 0, ∀(x, y) ∈ R2,∫
R

∫
R

f(u, v) dudv = 1. 几何意义: 曲面 z = f(x, y) 与 xOy 平面围成的体积为 1.

z = f(x, y)

x

y

z



(二维) 连续随机变量 概率密度函数

区域概率

对任意 (由逐段光滑曲线围成的) 区域 D ⊂ R2,

P
(
(X, Y ) ∈ D

)
=

∫∫
D

f(x, y) dxdy.

D

z = f(x, y)

x

y

z
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(二维) 连续随机变量 概率密度函数

分布函数与密度函数

性质
在 f(x, y) 的连续点处, 有

∂2F (x, y)
∂x∂y

= f(x, y).

注
在 f(x, y) 的连续点处, 由导数的定义有

f(x, y) = ∂2F (x, y)
∂x∂y

= lim
∆x→0+, ∆y→0+

P(x < X ≤ x + ∆x, y < Y ≤ y + ∆y)
∆x∆y

.

密度函数的意义

P(x < x ≤ x + ∆x, y < Y ≤ y + ∆y) ≈ f(x, y)∆x∆y.
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(二维) 连续随机变量 概率密度函数

例题
设随机变量 (X, Y ) 的概率密度为

f(x, y) = 1{x>0, y>0}ke−(2x+y).

1 确定常数 k;
2 求分布函数 F (x, y);
3 计算概率 P(Y ≤ X).

解
1 由归一性,

1 =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(u, v) dudv = k

∫ ∞

0

∫ ∞

0
e−(2x+y) dxdy

= k
[ ∫ ∞

0
e−2x dx

]
·
[ ∫ ∞

0
e−y dy

]
= k

2 .

因此 k = 2.
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(二维) 连续随机变量 概率密度函数

f(x, y) = 1{x>0, y>0}ke−(2x+y).

解
2 显然, 分布函数只有在 x > 0, y > 0 时才非零. 我们有

F (x, y) = 1{x>0, y>0}

∫ x

0

∫ y

0
2e−(2u+v) dudv

= 1{x>0, y>0}(1 − e−2x)(1 − e−y).

3 记 D = {(x, y) | y ≤ x, x, y ∈ (−∞, ∞)}. 于是

P(Y ≤ X) = P
(
(X, Y ) ∈ D

)
=

∫∫
D

f(x, y) dxdy

=
∫∫

D∩{x,y>0}
2e−(2x+y) dxdy

=
∫ ∞

0
dy

∫ ∞

y

2e−(2x+y) dx = 1
3 . D

x

y

y < x

y = x
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(二维) 连续随机变量 概率密度函数

例题
设随机变量 (X, Y ) 的密度函数为

f(x, y) = 1{x>0, y>0}2e−(2x+y).

计算概率 P(X + Y ≤ 1).

解

P(X + Y ≤ 1) =
∫∫

{x+y≤1}
f(x, y) dxdy

=
∫∫

{x+y≤1,x>0,y>0}
2e−(2x+y) dxdy

=
∫ 1

0
dy

∫ 1−y

0
2e−(2x+y) dx

= 1 − 2e−1 + e−2. D

O x

y

1

x + y = 1

1

y

x = 1 + y
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(二维) 连续随机变量 概率密度函数

约定

记号

(X, Y ) ∼ F (x, y)

表示二维随机变量 (X, Y ) 的分布函数为 F (x, y).

(X, Y ) ∼ f(x, y)

表示二维随机变量 (X, Y ) 的概率函数为 f(x, y), 即
离散型随机变量 f(x, y) 表示频率函数 (PMF);
连续型随机变量 f(x, y) 表示密度函数 (PDF).

n 维随机变量的记号

(X1, X2, . . . , Xn) ∼ F (x1, x2, . . . , xn), (X1, X2, . . . , Xn) ∼ f(x1, x2, . . . , xn).
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设 (X, Y ) 的分布函数和密度函数分别为 F (x, y), f(x, y).

X 的边际分布
随机变量 X 的分布函数为

FX(x) = P(X ≤ x) = P(X ≤ x, Y < ∞) =
∫ x

−∞

[ ∫ ∞

−∞
f(u, y) dy

]
du

因此随机变量 X 的密度函数为

fX(x) =
∫ ∞

−∞
f(x, y) dy, x ∈ R.

Y 的边际分布

FY (y) =
∫ y

−∞

[ ∫ ∞

−∞
f(x, v) dx

]
dv, fY (y) =

∫ ∞

−∞
f(x, y) dx.

定义
称 fX(x) (fY (y)) 为 (X, Y ) 关于 X (Y ) 的边际密度 (函数).

注
已知联合密度可以求得边际密度.



(二维) 连续随机变量 二维连续型随机变量的边际分布密度

例子
设 (X, Y ) 的概率密度是

f(x, y) =
{

e−y, x > 0, y > x,

0, 其它.

求 (X, Y ) 关于 X 和 Y 的边际密度函数.

y = x

x

y
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(二维) 连续随机变量 二维连续型随机变量的边际分布密度

X 的边际分布

解

fX(x) =
∫ ∞

−∞
f(x, y) dy. 当 x ≤ 0 时, 显然 fX(x) = 0. 当 x > 0 时, 由图知

fX(x) =
∫ ∞

x

e−y dy = e−y|x∞ = e−x, x ≥ 0.

因此 fX(x) = 1{x≥0}e−x (指数分布).

y = x

x x

x

x

y
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(二维) 连续随机变量 二维连续型随机变量的边际分布密度

Y 的边际分布

解
当 y ≤ 0 时, fY (y) = 0. 当 y > 0 时,

fY (y) =
∫ y

0
e−y dx = ye−y.

故 fY (y) = 1{y>0}ye−y.

y = x

y

y

y x

y
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(二维) 连续随机变量 二维连续型随机变量的边际分布密度

例题
设 (X, Y ) 的联合密度为

f(x, y) =
{

6, x2 ≤ y ≤ x,

0, 其它.

求边际密度 fX(x), fY (y).

解

由图知 0 ≤ X, Y ≤ 1. 因此

fX(x) = 1(0,1)(x)
∫ x

x2
6 dy = 1(0,1)(x)6x(1 − x),

fY (y) = 1(0,1)(y)
∫ √

y

y

6 dx = 6(√y − y).

y = x2
y = x

x

y

1

1

y
√

y

x2

x

O x

y
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(二维) 连续随机变量 二维连续型随机变量的边际分布密度

n 维连续型变量的边际密度

定义
设 X, Y, Z 的联合密度函数为 f(x, y, z), 则随机变量 X 的一维边际密度函数是

fX(x) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y, z) dydz,

随机变量 X 和 Y 的二维边际密度函数是

fXY (x, y) =
∫ ∞

−∞
f(x, y, z) dz.
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(二维) 连续随机变量 二维连续型随机变量的边际分布密度

联合分布的非唯一性

Farlie–Morgenstern 族
设 F (x) 和 G(y) 都是一维连续型分布函数. 则对任意的 α, |α| ≤ 1,

H(x, y) = F (x)G(y)
[
1 + α

(
1 − F (x)

)(
1 − G(y)

)]
是二维连续型分布函数, 且边际分布为

H(x, ∞) = F (x), H(∞, y) = G(y).

注
按这种方式, 可以构造给定边际分布的无数个不同的二维联合分布.
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(二维) 连续随机变量 二维连续型随机变量的边际分布密度

F = G = U(0, 1) 时 Farlie–Morgensten 族

0

0.5

1

0
0.2

0.4
0.6

0.8 1

0

1

2

x
y

z

(a) α = −1: h(x, y) = 2x + 2y − 4xy

0

0.5

1

0
0.2

0.4
0.6

0.8 1

0

1

2

x
y

z
(b) α = 1: h(x, y) = 2 − 2x − 2y + 4xy
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(二维) 连续随机变量 二维连续型随机变量的边际分布密度

连接函数 (copula)

定义
称那些使得边际分布为均匀分布的联合累积分布函数为连接函数, 记为 C(u, v).

性质
1 C(u, v) 关于每个变量都是非降的
2 P(U ≤ u) = C(u, 1) = u, C(1, v) = v.
3 限定连续型连接函数, 即 C(u, v) 具有密度:

c(u, v) = ∂2

∂u∂v
C(u, v) ≥ 0.
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(二维) 连续随机变量 二维连续型随机变量的边际分布密度

由连接函数构造两个分布的耦合 (coupling)

引理
假设 X 和 Y 是分布函数分别为 FX(x) 和 FY (y) 的连续型随机变量, 则
U = FX(X) 和 V = FY (Y ) 是均匀分布 U(0, 1).
对于连接函数 C(u, v), 考虑定义联合分布

FXY (x, y) = C
(
FX(x), FY (y)

)
,

则其边际分布为 FX(x) 和 FY (y), 且密度为

fXY (x, y) = c
(
FX(x), FY (y)

)
fX(x)fY (y).

注
由两个边际分布和任意连接函数, 可以构造出相同边际分的联合分布, 即: 边际函数不能
决定联合分布, 两个变量的相依性由连接函数控制.
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(二维) 连续随机变量 二维正态分布

二维正态分布

定义
若 X, Y 的联合密度为

f(x, y) = 1
2πσ1σ2

√
1 − ρ2

e
− 1

2(1−ρ2)

[
(x−µ1)2

σ2
1

−2ρ
(x−µ1)(y−µ2)

σ1σ2
+ (y−µ2)2

σ2
2

]

则称 (X, Y ) 服从参数为 (µ1, µ2, σ2
1 , σ2

2 , ρ) 的二维正态分布, 记为
(X, Y ) ∼ N (µ1, µ2, σ2

1 , σ2
2 , ρ). 其中 µ1, µ2 ∈ R, σ1, σ2 > 0, |ρ| < 1.

1
2πσ1σ2

√
1 − ρ2

µ1

µ2

x
y

z
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(二维) 连续随机变量 二维正态分布

µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 1 的二维正态分布
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(a) ρ = 0
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(b) ρ = 0.5
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(c) ρ = 0.9
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(二维) 连续随机变量 二维正态分布

µ1 = µ2 = 0, σ1 = σ2 = 1 的二维正态分布
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(a) ρ = 0
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(b) ρ = −0.5
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(c) ρ = −0.9
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(二维) 连续随机变量 二维正态分布

李立颖 (数学系) 概统第三章: 联合分布 2023 秋 (概统 7 班) 48 / 132



(二维) 连续随机变量 二维正态分布

取边际密度都为 N (0, 1) 的正态分布, 利用密度为 c(u, v) = 2 − 2u − 2v + 4uv 的连接函
数, 则二维联合密度为

f(x, y) =
[
2 − 2Φ(x) − 2Φ(y) + 4Φ(x)Φ(y)

]
· φ(x)φ(y).

此函数具有边际正态, 但不是二维正态密度.

−2

0

2

−2
−1

0
1

2

x

y
−2 −1 0 1 2

−2

−1

0

1

2

x

y
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(二维) 连续随机变量 均匀分布

均匀分布

定义
设有界区域 G 的面积为 A. 若随机变量 (X, Y ) 的联合密度函数为

f(x, y) =

{ 1
A

, (x, y) ∈ G,

0, 其它.

则称 (X, Y ) 服从区域 G 上的均匀分布, 记作(X, Y ) ∼ U(G).

性质
若 (X, Y ) ∼ U(G), 则对任意 G1 ⊂ G,

P
(
(X, Y ) ∈ G1

)
= |G1|

|G| .

这就是二维的几何概型!
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(二维) 连续随机变量 均匀分布

例题
设 (X, Y ) ∼ U(G), 其中

G = {(x, y) | 0 ≤ y ≤ x, 0 ≤ x ≤ 1}.

求

1 f(x, y);
2 P(Y > X2);
3 (X, Y ) 在平面上的落点到 y 轴距离小于 0.3 的概率.

解

1 显然 |G| =
∫ 1

0
x dx = 1

2 , 故 f(x, y) = 1G(x, y) · 2.

2

P(Y > X2) =
∫ 1

0
dx

∫ x

x2
2 dy = 1

3 .

G

y = x
y = x2

1

1

O x

y
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(二维) 连续随机变量 均匀分布

解

3 P(|X| < 0.3) = P(−0.3 < X < 0.3) =
∫ 0.3

0
dx

∫ x

0
2 dy = 0.09.

G

y = xx = 0.3

1

1

O x

y
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(二维) 连续随机变量 均匀分布

例题
设随机变量 (X, Y ) 服从区域 D 上的均匀分布, 其中
D = {(x, y) | x ≥ 0, y ≥ 0, x + y

2 ≤ 1}. 试求随机变量 (X, Y ) 的边际密度函数.

解
区域 D 的面积为 A = 1, 所以联合密度函数为 f(x, y) = 1D(x, y).
当 x < 0 或 x > 1 时, fX(x) = 0. 当 0 ≤ x ≤ 1 时,

fX(x) =
∫ ∞

−∞
f(x, y) dy =

∫ 2(1−x)

0
1 dy = 2(1 − x).

因此, fX(x) = 1(0,1)(x) · 2(1 − x).
同理, 随机变量 Y 的边际密度函数为

fY (y) = 1(0,2)(y)
∫ 1− y

2

0
1 dx = 1(0,2)(y) · (1 − y/2).
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(二维) 连续随机变量 作业

P76: 5, 6, 7, 8
补充题:

1 设二维随机变量 (X, Y ) 的联合分布函数为

F (x, y) =
{

k(1 − e−x)(1 − e−y), x > 0, y > 0,

0, 其它.

求边际密度函数以及 P(1 < X < 3, 1 < Y < 2).
2 设二维随机变量 (X, Y ) 的密度函数为

f(x, y) =
{

x + y, 0 < x, y < 1,

0, 其它.

(1) 求边际密度函数;
(2) 求 P(X > Y );
(3) 求 P(X < 0.5).
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独立随机变量

1 引言

2 (二维) 离散随机变量

3 (二维) 连续随机变量

4 独立随机变量
随机变量的独立性
二维离散型随机变量的独立性
二维连续型随机变量的独立性
n 维随机变量的边际分布与独立性
作业

5 条件分布

6 联合分布随机变量函数

7 极值和顺序统计量
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独立随机变量 随机变量的独立性

概念的引入

事件的独立性

A, B 相互独立⇔ A 和 B 之间没有任何关系

⇔ P(AB) = P(A)P(B).

问
怎样定义随机变量 X、Y 之间的独立性?

分析
若 X 和 Y 相互 ‘‘独立”, 从直观上看, X 和 Y 取任何值之间应是没有任何关系的, 即
∀x, y ∈ R1, 两个事件

{X ≤ x}, {Y ≤ y}

应该相互独立, 即

P(X ≤ x, Y ≤ y) = P(X ≤ x) · P(Y ≤ y) ⇔ F (x, y) = FX(x) · FY (y).
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独立随机变量 随机变量的独立性

随机变量的独立性

定义
设 (X, Y ) ∼ F (x, y), X ∼ FX(x), Y ∼ FY (y), 若对任意的 x, y ∈ (−∞, ∞), 有

P(X ≤ x, Y ≤ y) = P(X ≤ x) · P(Y ≤ y),

即 F (x, y) = FX(x) · FY (y). 称随机变量 X, Y 相互独立.

注
两个随机变量相互独立, 联合分布函数等于两个边缘分布函数的乘积.
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独立随机变量 随机变量的独立性

性质
若 X, Y 相互独立. 对任意的 x1 < x2, y1 < y2, 有

P(x1 < X ≤ x2, y1 < Y ≤ y2) = P(x1 < X ≤ x2) · P(y1 < Y ≤ y2),

即 {x1 < X ≤ x2} 与 {y1 < Y ≤ y2} 相互独立.

证明

P(x1 < X ≤ x2, y1 < Y ≤ y2)
= F (x2, y2) − F (x1, y2) − F (x2, y1) + F (x1, y1)
= FX(x2)FY (y2) − FX(x1)FY (y2) − FX(x2)FY (y1) + FX(x1)FY (y1)

=
[
FX(x2) − FX(x1)

]
·
[
FY (y2) − FY (y1)

]
= P(x1 < X ≤ x2) · P(y1 < Y ≤ y2).

X 与 Y 独立的直观意义
X 的取值与 Y 的取值是相互独立、互不相干的.
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独立随机变量 二维离散型随机变量的独立性

独立性的定义

定义
设 (X, Y ) 的频率函数为

P(X = xi, Y = yi) = pij , i, j = 1, 2, . . .

则 X, Y 相互独立等价于对任意 i, j = 1, 2, . . . 有

P(X = xi, Y = yj) = P(X = xi) · P(Y = yj)

即
X 与 Y 独立⇔ pij = pi· · p·j .
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独立随机变量 二维离散型随机变量的独立性

例题
甲袋中有 3 个红球, 2 个白球; 乙袋中有 4 个红球, 5 个白球. 从甲、乙两袋中各任取两
球, 记 X, Y 分别表示取到白球的个数, 问 X, Y 是否独立?

分析
由于从两袋中取球是相互独立的过程, 所以 X, Y 的取值是相互独立、互不相干的, 故
X, Y 相互独立.

判断随机变量的独立性的方法
按定义判断

从直观背景判断
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独立随机变量 二维离散型随机变量的独立性

例题
设随机变量 X 从 1, 2, 3, 4 四个数中等可能取值. 又设随机变量 Y 从 1 到 X 中等可能
取值. 问 X, Y 是否独立?

解
(X, Y ) 的频率函数及边际频率函数为

Y
X 1 2 3 4 p·j =

∑4
i=1 pij

1 1/4 1/8 1/12 1/16 25/48
2 0 1/8 1/12 1/16 13/48
3 0 0 1/12 1/16 7/48
4 0 0 0 1/16 3/48

pi· =
4∑

j=1

pij 1/4 1/4 1/4 1/4

可以直接验证, 对任意 i, j = 1, 2, 3, 4, P(X = i, Y = j) 6= P(X = i) · P(Y = j). 因此
X, Y 独立. 从直观上看, X 和 Y 也不独立.

李立颖 (数学系) 概统第三章: 联合分布 2023 秋 (概统 7 班) 61 / 132



独立随机变量 二维离散型随机变量的独立性

例子
设 (X, Y ) 的频率函数为

X
Y 1 2 3

1 1/8 a 1/24
2 b 1/4 1/8

问:
1 a, b 应满足什么条件?
2 若 X, Y 独立, 求 a, b.

分析
第一问是考察归一化条件, 第二问是考察独立性条件.

解

1 由归一化条件,
∑
i,j

pij = 1 ⇒ a + b = 1 − (1/8 + 1/24 + 1/4 + 1/8) = 11
24 , a ≥ 0,

b ≥ 0.
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独立随机变量 二维离散型随机变量的独立性

解
2 由 X, Y 的独立性

a = P(X = 2, Y = 1) = P(X = 2) · P(Y = 1) = (a + 1/4)(1/8 + a + 1/24)
b = P(X = 1, Y = 2) = P(X = 1) · P(Y = 2) = (b + 1/8)(b + 1/4 + 1/8).

求解这两个二次方程, 得到 a = 1/12 或 a = 1/2, b = 1/8 或 b = 3/8. 再利用归一
化条件:

a + b = 11
24 ⇒ a = 1

12 , b = 3
8 .
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独立随机变量 二维连续型随机变量的独立性

独立性的条件

定义
设 (X, Y ) 为连续型随机变量, 且

(X, Y ) ∼ f(x, y), X ∼ fX(x), Y ∼ fY (y).

则 (X, Y ) 相互独立当且仅当在 f(x, y), fX(x), fY (y) 的连续点处有

f(x, y) = fX(x) · fY (y).

分析
(X, Y ) 相互独立表明对任意的 x, y,

P(X ≤ x, Y ≤ y) = P(X ≤ x)P(Y ≤ y)

⇔
∫ x

−∞

∫ y

−∞
f(u, v) dudv =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
fX(u)fY (v) dudv.
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独立随机变量 二维连续型随机变量的独立性

独立性的推论

定义
X 和 Y 独立 ⇔ 对任意 x 和 y 有

f(x, y) = fX(x) · fY (y).

推论
二维随机变量 (X, Y ) 相互独立, 则边缘分布完全确定联合分布.
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例子
设 (X, Y ) 服从正方形 S = {(x, y) | −1/2 ≤ x, y ≤ 1/2} 上的均匀分布. 又设 S′ 为 S 旋
转 45◦, (X ′, Y ′) 为 S′ 上的均匀分布.

S

1
2−1

2

1
2

−1
2

S′

√
2

2−
√

2
2

√
2

2

−
√

2
2

独立性验证
易见 fX(x) = 1(−1/2,1/2)(x), fY (y) = 1(−1/2,1/2)(y), 因此
fXY (x, y) = fX(x)fY (y) ⇒ X, Y 独立.
fX′ (0.5) > 0, fY ′ (0.5) > 0, 但 fX′Y ′ (0.5, 0.5) = 0, 因此 X ′, Y ′ 不独立.



独立随机变量 二维连续型随机变量的独立性

例题
设 (X, Y ) 的密度函数为

f(x, y) =
{

2e−(2x+y), x > 0, y > 0
0, 其它.

问 X, Y 是否独立?

分析
先利用边际密度的公式计算出 fX(x), fY (y), 再验证独立性条件.

解
X, Y 的边际密度函数分别为

fX(x) = 1(0,∞)(x)
∫ ∞

−∞
2e−(2x+y) dy = 1(0,∞)(x)2e−2x,

fY (y) = 1(0,∞)(y) =
∫ ∞

−∞
2e−(2x+y) dx = 1(0,∞)(y)e−y.

因此 fXY (x, y) = fX(x)fY (y), 故 X, Y 相互独立.
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独立随机变量 二维连续型随机变量的独立性

问
若 (X, Y ) 的密度函数能分解为 f(x, y) = g(x)h(y), 其中 g(x) ≥ 0, h(y) ≥ 0. 问 X, Y
是否独立?

答
要注意 f(x, y) 、f(x) 和 g(y) 的定义域!
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独立随机变量 二维连续型随机变量的独立性

例题
若 (X, Y ) 的概率密度为

f(x, y) =
{

2, 0 < x < y, 0 < y < 1,

0, 其它.

则 X, Y 是否相互独立?

解

fX(x) =
∫ 1

x

2 dy = 2(1 − x), 0 < x < 1

fY (y) =
∫ y

0
2 dx = 2y, 0 < y < 1.

由于在面积不为 0 的区域 D = {(x, y) | y < x < 1, 0 < y < 1} 上,
f(x, y) = 0 6= fX(x)fY (y), 故 X 和 Y 不独立

注
密度函数形式可分离, 但支撑区域不可分离.
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独立随机变量 二维连续型随机变量的独立性

Farlie–Morgenstern 族的独立性

Farlie–Morgenstern 族
设 F (x) 和 G(y) 都是一维连续型分布函数. 则对任意的 α, |α| ≤ 1,

H(x, y) = F (x)G(y)
[
1 + α

(
1 − F (x)

)(
1 − G(y)

)]
是二维连续型分布函数, 且边际分布为

H(x, ∞) = F (x), H(∞, y) = G(y).

注
只有当 α = 0 时, X 和 Y 才是相互独立的. 此时, H(x, y) = F (x)G(y), 即 H 分解成了
边际分布 F (x) 和 G(y) 的乘积.
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独立随机变量 二维连续型随机变量的独立性

例题
在某一分钟内, 信号进入收信机是等可能的. 若收到两个互相独立的信号的时间间隔小于
0.5 秒时, 信号将相互产生干扰. 求两信号相互干扰的概率.

解
设两信号进入收信机的时间分别为 X, Y 分钟. 则
X, Y ∼ U(0, 1). 因为 X, Y 独立, 故联合密度为

f(x, y) = fX(x)fY (y) =
{

1, 0 < x < 1, 0 < y < 1,

0, 其它,

即 (0, 1)2 上的均匀分布. 故两信号相互干扰的概率为

P(|X − Y | <
1

120)

=
∫

(x,y)∈(0,1)2, |x−y|< 1
120

1 dxdy

= 1 −
(

1 − 1
120

)2
≈ 0.016.

1

1

1/120

y = x − 1
120

1/120

y = x + 1
120

O

x

y
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独立随机变量 二维连续型随机变量的独立性

二维正态分布的独立性

二维正态分布回顾

(X, Y ) ∼ N (µ1, µ2, σ2
1 , σ2

2 , ρ) 的密度函数为

f(x, y) = 1
2πσ1σ2

√
1 − ρ2

e
− 1

2(1−ρ2)

[
(x−µ1)2

σ2
1

−2ρ
(x−µ1)(y−µ2)

σ1σ2
+ (y−µ2)2

σ2
2

]
,

其中 µ1, µ2 ∈ R, σ1, σ2 > 0, |ρ| < 1.

重要结论

若 (X, Y ) ∼ N (µ1, µ2, σ2
1 , σ2

2 , ρ), 则

X ∼ N (µ1, σ2
1), Y ∼ N (µ2, σ2

2).

定理
X, Y 相互独立 ⇔ ρ = 0.
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独立随机变量 n 维随机变量的边际分布与独立性

边际分布

设 n 维随机变量 (X1, X2, . . . , Xn) 的分布函数为

F (x1, x2, . . . , xn) = P(X1 ≤ x, X2 ≤ x, . . . , Xn ≤ xn).

一维边际分布
Xi 的边际分布函数为

FXi (xi) = P(X1 < ∞, . . . , Xi−1 < ∞, Xi ≤ xi, Xi+1 < ∞, . . . , Xn < ∞)
= F (∞, . . . , ∞, xi, ∞, . . . , ∞).

二维边际分布
X1, X2 的联合分布是

FX1X2 (x1, x2) = P(X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, X3 < ∞, . . . , Xn < ∞)
= F (x1, x2, ∞, . . . , ∞).

注
类似地可定义三维、四维等高维边际分布.
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独立随机变量 n 维随机变量的边际分布与独立性

随机向量的独立性

分量的独立性

对任意 x1, x2, . . . , xn ∈ R1, 若

F (x1, x2, . . . , xn) = FX1 (x1)FX2 (x2) · · · FXn (xn),

则称 X1, X2, . . . , Xn 相互独立.

向量的独立性
设 (X1, . . . , Xm) ∼ F1(x1, . . . , xm), (Y1, . . . , Yn) ∼ F2(y1, . . . , yn). 若

(X1, . . . , Xm; Y1, . . . , Yn) ∼ F (x1, . . . , xm; y1, . . . , yn) = F1(x1, . . . , xm) ·F2(y1, . . . , yn),

则称 (X1, . . . , Xm) 与 (Y1, . . . , Yn) 相互独立.

注
从直观上看: 随机向量的独立性是指各随机向量的取值是相互独立、互不相干的.
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独立随机变量 n 维随机变量的边际分布与独立性

独立随机变量的函数的独立性

定理
设 (X1, . . . , Xm), (Y1, . . . , Yn) 相互独立, 则

1 ∀1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, Xi 和 Yj 相互独立.
2 对任意 m 元 (连续) 函数 h 与 n 元 (连续) 函数 g,

h(X1, . . . , Xm), g(Y1, . . . , Yn)

相互独立.

注
h : (x1, . . . , xm) 7→ xi 也是一个连续函数.

应用
X1, . . . , Xm 和 Y1, . . . , Yn 是两组独立的数据, h, g 是对两组数据的处理. 则处理后的结
果依然独立.
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例题
设在 4ABC 内部任取一点 P , 在底边 BC 边上任取一点 Q. 求直线 P Q 与线段 AB 相
交的概率.

解
如图建立坐标系. 依题意, 点 P 服从 4ABC 上
的均匀分布, 点 Q 服从区间 (0, BC) 上的均匀分
布, 它们的概率密度分别为

fXY (x, y) = 1
S4ABC

14ABC(x, y),

fZ(z) = 1
BC

1(0,BC)(z).

由独立性, f(x, y, z) = fXY (x, y)fZ(z).

x

y

P = (X, Y )

B

A

CQ

z

线段 AB 与直线 P Q 相交当且仅当 P ∈ 4ABQ. 因此所求概率为

P((X, Y ) ∈ 4ABQ, 0 < z < BC)

=
∫ BC

0
fZ(z) dz

∫
(x,y)∈4ABQ

fXY (x, y) dxdy

= 1
BC

∫ BC

0
dz · z

BC
= 1

BC2 · BC2

2 = 1
2 .



独立随机变量 作业

P77: 19
补充题:

1 一个袋中有 5 个球, 其中两个白球 3 个黑球,
(1) 先后有放回地任取两球 (一共取两球);
(2) 先后无放回地任取两球 (一共取两球);
假设 X 和 Y 分别表示第一次和第二次取到白球的数量, 求 (X, Y ) 的联合频率函数及边
缘频率函数, 并讨论独立性.

2 在一个以原点为圆心、半径为 R 的圆内随机选取一点, 令 (X, Y ) 表示这一点的分布, 则
(X, Y ) 服从

f(x, y) =
{

c, x2 + y2 ≤ R2,

0, 其它.

(1) 求 c
(2) 求边缘密度函数
(3) 讨论 X 和 Y 的独立性.
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条件分布

1 引言

2 (二维) 离散随机变量

3 (二维) 连续随机变量

4 独立随机变量

5 条件分布
引子
离散型条件概率
连续型条件概率
作业与小结

6 联合分布随机变量函数

7 极值和顺序统计量
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条件分布 引子

实例
考虑南科大的全体学生, 从其中随机抽取一个学生, 分别以 X 和 Y 表示其身高和体重.
则 X 和 Y 都是随机变量, 它们都有一定的概率分布.

额外的限制条件
现在若限制 1.7 < X < 1.8 (米), 在这个条件下去求 Y 的条件分布. 这就意味着要从该
校的学生中把身高在 1.7 米和 1.8 米之间的那些人都挑出来, 然后在挑出的学生中求其
体重的分布.

讨论
条件分布与不加条件的分布会不一样. 如: 在条件分布中体重取大值的概率会显著增加.
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条件分布 引子

条件分布

条件概率回顾

P(A | B) = P(AB)
P(B) , P(B) > 0.

条件分布的 ‘‘定义”
设 (X, Y ) 为二维随机变量. 对任意 y ∈ R1, 考虑条件概率

P(X ≤ x | Y = y), x ∈ R1

这可视为在 {Y = y} 条件下, 随机变量 X 的概率分布 — 条件分布.

问
能否由条件概率定义计算

P(X ≤ x | Y = y) = P(X ≤ x, Y = y)
P(Y = y) ?
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设二维离散型随机变量 (X, Y ) 的频率函数为 P(X = xi, Y = yj) = pij , i, j = 1, 2, . . .

条件概率公式的应用
由条件概率公式, {Y = yj} 发生的条件下, {X = xi} 发生的概率为

P(X = xi | Y = yj) = P(X = xi, Y = yj)
P(Y = yj) = pij

p·j
, i = 1, 2, . . . .

同理, 在 {X = xi} 发生的条件下, {Y = yj} 发生的条件概率为

P(Y = yj | X = xi) = P(Y = yj , X = xi)
P(X = xi)

= pij

pi·
, j = 1, 2, . . .

定义
对于固定的 j, 若 P(Y = yj) = p·j > 0, 则称

pX|Y (xi | yj) = P(X = xi | Y = yj) = pij

p·j
, i = 1, 2, . . .

为 Y = yj 的条件下, 随机变量 X 的条件 (conditional) 频率函数.
对于固定的 i, 若 P(X = xi) = pi· > 0, 则称

pY |X(yj | xi) = P(Y = yj | X = xi) = pij

pi·
, j = 1, 2, . . .

为在 X = xi 的条件下, 随机变量 Y 的条件 (conditional) 频率函数.



条件分布 离散型条件概率

例题
设随机变量 X 从 1, 2, 3, 4 四个数中等可能取值, 又设随机变量 Y 从 1 ∼ X 中等可能
取值. 问当 Y 取到数字 3 时, X 取四个数字的可能性各是多少?

解
由

Y
X 1 2 3 4 p·j =

∑4
i=1 pij

1 1/4 1/8 1/12 1/16 25/48
2 0 1/8 1/12 1/16 13/48
3 0 0 1/12 1/16 7/48
4 0 0 0 1/16 3/48

pi· =
4∑

j=1

pij 1/4 1/4 1/4 1/4

在 Y = 3 的条件下, X 取到四个数字的概率为

X = k 1 2 3 4
pX|Y (k, 3) 0 0 4/7 3/7
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条件分布 离散型条件概率

条件频率函数的性质

性质
1 P(X = xi | Y = yj) ≥ 0, i = 1, 2, . . .

2

∞∑
i=1

P(X = xi | Y = yj) =
∞∑

i=1

pij

p·j
= 1

p·j

∞∑
i=1

pij = 1.

注
这两条性质说明, 条件频率函数也是一种频率函数.
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例题
设

FX(x) =


0, x < 1,

0.3, 1 ≤ x < 2,

1, x ≥ 2,

FY (y) =


0, y < 0,

0.4, 0 ≤ y < 1,

1, y ≥ 1.

已知 P(X = 1, Y = 0) = 0.1. 求
1 联合分布律

2 当 Y = 0 时, X 的条件分布律 P(X = k | Y = 0);
pX|Y (1 | 0) = 0.25, pX|Y (2 | 0) = 0.75.

3 Y = 0 时 X 的条件分布函数.

回顾
P(X = x0) = F (x0) − F (x0 − 0).

解

X
Y 0 1 pi·

1 0.1 0.2 0.3
2 0.3 0.4 0.7

p·j 0.4 0.6



条件分布 连续型条件概率

二维随机连续型随机变量的条件概率密度

问题
设 (X, Y ) 的概率密度函数为 f(x, y). 考虑在 {Y = y} 已发生的条件下, {X ≤ x} 发生
的条件概率

P(X ≤ x | Y = y), x ∈ R1.

背景解释
(X, Y ) 在区域 D 上具有密度 f(x, y)
(X, Y ) 限制在直线时可视为一维随机变量, P(X ≤ x | Y = y) 为此一维随机变量的
分布函数.

D

y
(X, y)

x

y
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条件分布 连续型条件概率

如何定义 P(X ≤ x | Y = y)?

问题
对于连续型随机变量 Y , P(Y = y) = 0.

解决方案
用 {Y ∈ (y − ε, y + ε)} 代替 {Y = y}, 并令 ε ↓ 0.

假设密度函数是连续的, 由积分中值定理,

P(X ≤ x | Y ∈ (y − ε, y + ε)) = P(X ≤ x, y − ε < Y < y + ε)
P(y − ε < Y < y + ε)

=

∫ x

−∞

∫ y+ε

y−ε
f(u, v) dvdu∫ y+ε

y−ε
fY (v) dv

=
2ε

∫ x

−∞ f(u, yε,u) du

2εfY (ỹε) , yε,u, ỹε ∈ (y − ε, y + ε)

→
∫ x

−∞

f(u, y)
fY (y) du, ε ↓ 0.

李立颖 (数学系) 概统第三章: 联合分布 2023 秋 (概统 7 班) 86 / 132



条件分布 连续型条件概率

连续型条件分布与概率

定义
设 (X, Y ) 的概率密度为 f(x, y), 若对于固定的 y, (X, Y ) 关于 Y 的边际密度
fY (y) > 0, 则称

f(x, y)
fY (y) := fX|Y (x | y), −∞ < x < ∞,

为在 Y = y 的条件下, X 的条件密度 (conditional density). 称

FX|Y (x | y) :=
∫ x

−∞
fX|Y (u | y) du, −∞ < x < ∞,

为在 Y = y 条件下, X 的条件分布 (函数).

类似地, 定义

fY |X(y | x) := f(x, y)
fX(x) , −∞ < y < ∞

FY |X(y | x) :=
∫ y

−∞
fY |X(v | x) dv, −∞ < y < ∞.
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条件分布 连续型条件概率

连续情形的全概率公式

定理
Y 的边际密度可表示为

fY (y) =
∫ ∞

−∞
fY |X(y | x)fX(x) dx.

证明

由 fY |X(y | x) := f(x, y)
fX(x) , −∞ < y < ∞, 我们有

f(x, y) = fY |X(y | x)fX(x).

两边对 x 在 (−∞, ∞) 上积分即可.

注
这表明联合密度可以用边际密度和条件密度表示.
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条件分布 连续型条件概率

条件密度的性质

1 fX|Y (x | y) ≥ 0,

2

∫ ∞

−∞
fX|Y (u | y) du =

∫ ∞

−∞

1
fY (y)

∫ ∞

−∞
f(u, y) du = 1.

注
这两条性质说明, 条件密度也是一种密度.
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条件分布 连续型条件概率

与独立性的关系

事件独立性与条件概率的关系
A, B 相互独立 ⇔ P(A | B) = P(A), P(B | A) = P(B).

随机变量独立性与条件密度的关系

X, Y 相互独立⇔ f(x, y) = fX(x)fY (y), a.e.

fX|Y (x | y) = f(x, y)
fY (y) = fX(x), a.e.

fY |X(y | x) = f(x, y)
fX(x) = fY (y), a.e.
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条件分布 连续型条件概率

平面上的均匀分布

定义
设 G 是平面上的有界区域, 其面积为 A. 若 (X, Y ) 的概率密度为

f(x, y) =

{ 1
A

, (x, y) ∈ G,

0, 其它.

则称 (X, Y ) 服从区域 G 上的均匀分布.

实际背景
若随机点 (X, Y ) 在平面区域 G 上 ‘‘等可能” 取值, 则 (X, Y ) 服从 G 上均匀分布.

例

设雷达的圆形屏幕半径为 1, 当用雷达捕捉目标时, 可认为目标出
点在点 (X, Y ) 在屏幕上服从圆域 G : x2 + y2 ≤ 1 上的均匀分布.
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条件分布 连续型条件概率

例题

设 (X, Y ) 服从圆域 G : x2 + y2 ≤ 1 上的均匀分布, 求条件概率密度 fX|Y (x | y).

解

(X, Y ) 的密度及 Y 的边际密度分别为

f(x, y) = 1G(x, y) · 1
π

,

fY (y) = 1(−1,1)(y) · 2
π

√
1 − y2.

G

x

y

故当 −1 < y < 1 时有

fX|Y (x | y) = f(x, y)
fY (y) =


1

πfY (y) = 1
2
√

1 − y2
, |x| ≤

√
1 − y2,

0, 其它.
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条件分布 连续型条件概率

二维正态分布

设 (X, Y ) ∼ N (µ1, µ2, σ2
1 , σ2

2 , ρ), 则

f(x, y) = 1
2πσ1σ2

√
1 − ρ2

e
− 1

2(1−ρ2)

[
(x−µ1)2

σ2
1

−2ρ
(x−µ1)(y−µ2)

σ1σ2
+ (y−µ2)2

σ2
2

]
,

fX(x) = 1√
2πσ1

e
− (x−µ1)2

2σ2
1

二维正态条件分布

fY |X(y | x) = 1√
2π(1 − ρ2)σ2

e
− 1

2

[
y−µ2−ρ

σ2
σ1

(x−µ1)

]2

σ2
2(1−ρ2)

∼ N (µ2 + ρ
σ2

σ1
(x − µ1), σ2

2(1 − ρ2)).

给定 X 时, Y 的条件密度是一维 (单变量) 正态分布.
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条件分布 作业与小结

边际分布

随机变量边际分布由联合分布决定

FX(x) = F (x, ∞), FY (y) = F (∞, y).

边际频率/密度函数
离散型随机变量边际频率函数 连续型随机变量边际密度

P(X = xi) =
∞∑

j=1

pij := pi·, i = 1, 2, . . . fX(x) =
∫ ∞

−∞
f(x, y) dy, x ∈ R

P(Y = yj) =
∞∑

i=1

pij := p·j , j = 1, 2, . . . fY (y) =
∫ ∞

−∞
f(x, y) dx, y ∈ R
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条件分布 作业与小结

条件分布

定义

P(X ≤ x | Y = y), x ∈ R

可视为 {Y = y} 发生的条件下随机变量 X 的概率分布 (思考: P(Y = y) = 0 时怎么理
解?)

条件频率/密度函数
离散型随机变量的条件频率函数 连续型随机变量的条件概率密度

P(X = xi | Y = yj) = pij

p·j
, p·j > 0 fX|Y (x, y) := f(x, y)

fY (y) , fY (y) > 0, x ∈ R

P(Y = yj | X = xi) = pij

pi·
, pi· > 0 fY |X(y | x) := f(x, y)

fX(x) , fX(x) > 0, y ∈ R
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条件分布 作业与小结

作业

P77: 1, 9, 10, 15
补充题

1 高随机变量 X 在区间 (0, 1) 内服从均匀分布, 在 X = x (0 < x < 1) 的条件下, 随机变
量 Y 在区间 (0, x) 内服从均匀分布, 求
(1) X 和 Y 的联合密度函数;
(2) Y 的密度函数;
(3) P(X + Y > 1).

2 设二维随机变量 (X, Y ) 的概率密度为

f(x, y) =
{

e−y , 0 < x < y,

0, 其它.

(1) 求边际密度函数并讨论独立性;
(2) 求条件概率密度 fX|Y (x | y) 和 fY |X (y | x).
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联合分布随机变量函数

1 引言

2 (二维) 离散随机变量

3 (二维) 连续随机变量

4 独立随机变量

5 条件分布

6 联合分布随机变量函数
引子
连续型; X + Y 的分布
离散型独立随机变量的和
Z = X/Y 的分布
两个随机变量变换的分布
作业

7 极值和顺序统计量

李立颖 (数学系) 概统第三章: 联合分布 2023 秋 (概统 7 班) 97 / 132



联合分布随机变量函数 引子

实际背景

设有两个部件 I 和 II, 其工作寿命分别为 X, Y .
冷冗余系统 部件 I 坏了, 换上备用部件 II 继续工作.

系统寿命: X + Y .
I
II

热冗余系统 部件 I 、II 并联同时工作, 仅当两个部件都损坏时, 整个系统才失效.
系统寿命: max(X, Y ).

I
II

串联系统 部件 I、II 串联同时工作, 只要有一个部件损坏, 整个系统都失效.
系统寿命: min(X, Y ).

I II

问题
怎么确定上述各系统的寿命?
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联合分布随机变量函数 引子

问题
若 (X, Y ) ∼ f(x, y), 怎样求

X + Y, max(X, Y ), min(X, Y )

的分布?

一般化
设 z = g(x, y) 是一个二元函数, 怎样求随机变量 Z = g(X, Y ) 的分布?

思路

FZ(z) = P(Z ≤ z) = P
(

g(X, Y ) ≤ z
)

=
∫

(x,y):g(x,y)≤z

f(x, y) dxdy

= · · · =
∫ z

−∞
fZ(u) du.

则 Z ∼ fZ(z).
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联合分布随机变量函数 连续型; X + Y 的分布

定理

若 (X, Y ) ∼ f(x, y), 则 fZ(z) ∼
∫ ∞

−∞
f(x, z − x) dx.

证明

FZ(z) = P(Z ≤ z) = P(X + Y ≤ z)∫∫
x+y≤z

f(x, y) dxdy

=
∫ ∞

−∞
dx

∫ z−x

−∞
f(x, y) dy

u=x+y======
∫ ∞

−∞

∫ z

−∞
f(x, u − x) dudx

=
∫ z

−∞

[ ∫ ∞

−∞
f(x, u − x) dx

]
du

x + y = z
z − x

x

y
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联合分布随机变量函数 连续型; X + Y 的分布

独立随机变量的和

Z = X + Y 密度函数
(X, Y ) ∼ f(x, y), 则 Z = X + Y 的密度函数为

fZ(z) =
∫ ∞

−∞
f(z − y, y) dy =

∫ ∞

−∞
f(x, z − x) dx.

独立随机变量
若 X, Y 相互独立, 则 Z = X + Y 的密度函数为

fZ(z) =
∫ ∞

−∞
fX(z − y)fY (y) dy =

∫ ∞

−∞
fX(x)fY (z − x) dx.

卷积公式 (convolution)

(f ∗ g)(x) =
∫ ∞

−∞
f(x − t)g(t) dt =

∫ ∞

−∞
f(t)g(x − t) dt.
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联合分布随机变量函数 连续型; X + Y 的分布

例题
设随机变量 X, Y 相互独立, 且 X ∼ N (0, 1), Y ∼ N (0, 1), 求 Z = X + Y 的密度函数.

解
由独立性及卷积公式, 有

fZ(z) =
∫ ∞

−∞
fX(x)fY (z − x) dx

=
∫ ∞

−∞

1√
2π

e− x2
2 · 1√

2π
e− (z−x)2

2 dx

= 1
2π

e− z2
4

∫ ∞

−∞
e−(x−z/2)2

dx

= 1
2π

e− z2
4

∫ ∞

−∞
e−t2

dt

= 1
2π

e− z2
4

√
π = 1√

2π
√

2
e

− z2
2(

√
2)2 .

易见 X + Y ∼ N (0, 2).
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联合分布随机变量函数 连续型; X + Y 的分布

独立正态分布的和

两个正态分布的和

设 X ∼ N (µ1, σ2
1), Y ∼ N (µ2, σ2

2) 相互独立, 则

X + Y ∼ N (µ1 + µ2, σ2
1 + σ2

2).

一般结果

一般地, 若 Xi ∼ N (µi, σ2
i ) 相互独立, i = 1, 2, . . . , n, 则

a1X1 + a2X2 + · · · + anXn ∼ N (
n∑

i=1

aiµi,

n∑
i=1

a2
i σ2

i )

即: 独立正态分布的和依然服从正态分布.
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例题
某电气设备中的两个部件存在接触电阻 R1、R2. 两个部件的工作状态是相互独立的, 概
率密度均为

f(x) =

{10 − x

50 , 0 ≤ x ≤ 10,

0, 其它.

求 R1、R2 串联后的总电阻 R = R1 + R2 的概率密度.

解

由卷积公式, fR(z) =
∫ ∞

−∞
f(x)f(z − x) dx. 被积函

数是非零区域是

0 < x < 10, 0 < z−x < 10 ⇔ 0 < x < 10, z−10, x < z.

因此

x = z x = z − 10

10

2010 z

x

fR(z) =



∫ z

0

10 − x

50 · 10 − (z − x)
50 dx = 600z − 60z2 + z3

15000 , 0 ≤ z < 10,∫ 10

z−10

10 − x

50 · 10 − (z − x)
50 dx = (20 − z)3

15000 , 10 ≤ z < 20,

0, 其它.



联合分布随机变量函数 连续型; X + Y 的分布

例题
设 X, Y 相互独立且都服从参数为 λ 的指数分布, 求随机变量 Z = X + Y 的概率密度.

解
由卷积公式, Z 的密度函数为

fZ(z) =
∫ ∞

−∞
fX(x)fY (z − x) dx

=


∫ z

0
λe−λx · λe−λ(z−x), z > 0,

0, z ≤ 0

=
{

λ2ze−λz, z > 0,

0, z ≤ 0
∼ Γ(2, λ).

注
由泊松流的知识, n 个独立 Exp(λ) 的和为 Γ(n, λ).
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联合分布随机变量函数 离散型独立随机变量的和

离散卷积公式

设 X, Y 相互独立, 其频率函数分别为

P(X = i) = pi, i = 0, ±1, ±2, . . . , P(Y = j) = qj , j = 0, ±1, ±2, . . .

令 Z = X + Y . 则我们有

离散卷积公式

P(Z = k) =
∑
i∈Z

P(X = i)P(Y = k − i) =
∑
i∈Z

piqk−i

=
∑
i∈Z

P(X = k − i)P(Y = i) =
∑
i∈Z

pk−iqi, k = 0, ±1, ±2, . . .

比较: 连续型卷积公式

fZ(z) =
∫
R

fX(z − y)fY (y) dy =
∫
R

fX(x)fY (z − x) dx.
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联合分布随机变量函数 离散型独立随机变量的和

泊松分布的和

设 X, Y 独立, 且 X ∼ π(λ1), Y ∼ π(λ2). 则 Z = X + Y ∼ π(λ1 + λ2).

由离散卷积公式,

P(Z = k) =
k∑

i=0

P(X = k − i) · P(Y = i)

=
k∑

i=0

λk−i
1

(k − i)!e
−λ1 λi

2

i! e−λ2

= e−λ1−λ2

k∑
i=0

1
i!(k − i)!λ

k−i
1 λi

2

= e−(λ1+λ2) (λ1 + λ2)k

k! .

注
泊松流可以合并及细分.
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联合分布随机变量函数 离散型独立随机变量的和

例题
设二维随机变量 (X, Y ) 的概率分布为

X
Y -1 1 2

-1 1/4 1/6 1/8
0 1/4 1/8 1/12

求 X + Y , XY 的概率分布.

解
根据 (X, Y ) 的联合分布可得

P 1/4 1/4 1/6 1/8 1/8 1/12
(X, Y ) (-1,-1) (-1,0) (1, -1) (1,0) (2, -1) (2,0)
X + Y -2 -1 0 1 1 2

XY 1 0 -1 0 -2 0

合并相同的项可得 X + Y 和 XY 的分布列.
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联合分布随机变量函数 Z = X/Y 的分布

直接法

例题
设 X、Y 独立同分布, 其密度函数为

f(x) = 1(0,∞)(x)e−x.

求 Z = X/Y 的密度.

解
当 z ≥ 0 时, Z 的分布函数为

FZ(z) = P(X/Y ≤ z) =
∫∫

x/y≤z,x>0,y>0
e−(x+y) dxdy

=
∫ ∞

0
dy

∫ yz

0
e−(x+y) dx =

∫ ∞

0
e−y(1 − e−yz) dy

= 1 − 1
1 + z

.

因此 fZ(z) = 1(0,∞)(z) 1
(1 + z)2 .

y x = yz

x

y
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联合分布随机变量函数 Z = X/Y 的分布

一般情形

设 (X, Y ) ∼ f(x, y), 则 Z = X

Y
的分布函数为

FZ(z) = P(X/Y ≤ z) =
∫∫

x/y≤z

f(x, y) dxdy

x

y x

y
= z

y > 0 时积分直线

y < 0 时积分直线

FZ(z) =
∫ ∞

0
dy

∫ yz

−∞
f(x, y) dx +

∫ 0

−∞
dy

∫ ∞

yz

f(x, y) dx.

由于积分区域不是矩形, 计算积分以及求导比较繁琐.
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联合分布随机变量函数 Z = X/Y 的分布

回顾

二重积分的变量替换
若连续可微分函数 {

x = x(u, v)
y = y(u, v)

把平面 Oxy 上区域 Ω 单值映射到平面 O′uv 上的区域 Ω′, 其 Jacobi 式为

J(u, v) = ∂(x, y)
∂(u, v) =

∣∣∣∣∣∣
∂x

∂u

∂x

∂v
∂y

∂u

∂y

∂v

∣∣∣∣∣∣ 6= 0,

则 ∫∫
Ω

f(x, y) dxdy =
∫∫

Ω′
f
(
x(u, v), y(u, v)

)
|J | dudv.

为了处理 z = x

y
, 我们的变换函数必须包含 u = x

y
.
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联合分布随机变量函数 Z = X/Y 的分布

公式法

令 x/y = u, y = y, 则变换 (x, y) 7→ (u, y) 的 Jacobi 式为

∂(x, y)
∂(u, y) =

∣∣∣∣y u
0 1

∣∣∣∣ = y.

因此

Z = X/Y 的分布与密度函数

FZ(z) =
∫ z

−∞

[ ∫ ∞

−∞
f(uy, y)|y| dy

]
du,

fZ(z) =
∫ ∞

−∞
f(zy, y)|y| dy.

独立的情形

fZ(z) =
∫ ∞

−∞
fX(zy)fY (y)|y| dy.
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联合分布随机变量函数 Z = X/Y 的分布

例题
设 X, Y 独立且同服从正态分布 N (0, 1), 求随机变量 Z = Y/X 的概率密度.

解
我们利用公式法求解.

fZ(z) =
∫ ∞

−∞

|x|
2π

e− x2
2 e− x2z2

2 dx

= 1
π

∫ ∞

0
xe−x2· z2+1

2 dx

u=x2
===== 1

2π

∫ ∞

0
e−u· z2+1

2

= 1
π(z2 + 1) , z ∈ R.

注
Z 服从 Cauchy 分布.
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联合分布随机变量函数 两个随机变量变换的分布

例子

设 ξ, η 为独立同分布, 均服从指数分布 f(x) = 1(0,∞)(x)e−x. 试求 (U, V ) = (ξ + η, ξ/η)
的联合密度, 并证明 U, V 独立

思路
我们要利用换元

x + y = ũ, x/y = ṽ ⇔ x = ũũ

1 + ṽ
, y = ũ

1 + ṽ
, J = ∂(x, y)

∂(ũ, ṽ) = − ũ

(1 + ṽ)2 .

解

FUV (u, v) = P(ξ + η ≤ u, ξ/η ≤ v)

=
∫∫

x+y≤u,x/y≤v,x≥0,y≥0
e−(x+y) dxdy =

∫ u

0

∫ v

0
e−ũ|J | dũdṽ.

因此 fUV (u, v) = ue−u

(1 + v)2 1(0,∞)2 (u, v). 易见 U, V 相互独立. (其实 V = 1 − X

X
,

X ∼ U(0, 1).)
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联合分布随机变量函数 两个随机变量变换的分布

二维正态布的线性变换

例子
设 X1, X2 相互独立且服从标准正态分布 N (0, 1), 且 Y1 = X1, Y2 = X1 + X2. 则
(Y1, Y2) ∼ N (0, 0, 1, 2,

1√
2

).

推广
两个独立标准正态分布随机变量 (更一般地, 二维联合正态分布) 的 (非奇异) 线性变换
服从二元正态分布.

解释

正态分布的密度函数为 Ce−Q(x,y) 的形式, 其中 Q 为一个 (椭圆型) 二次型, 经过线性变
换后依然得到一个椭圆二次型.
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联合分布随机变量函数 两个随机变量变换的分布

随机变量的其它函数

例子

设 X, Y 独立且均服从 N (0, σ2), 求 Z =
√

X2 + Y 2 的概率分布.

解
当 z ≥ 0 时, Z 的分布函数为

FZ(z) = P(
√

X2 + Y 2 ≤ z) =
∫

x2+y2≤z2
fX(x)fY (y) dxdy

= 1
2πσ2

∫∫
x2+y2≤z2

e
− x2+y2

2σ2 dxdy

= 1
2πσ2

∫ z

0
dρ

∫ 2π

0
ρe

− ρ2

2σ2 dφ

= 1 − e
− z2

2σ2 .

因此, fZ(z) = 1(0,∞)(z) z

σ2 e
− z2

2σ2 (Rayleigh 分布).
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联合分布随机变量函数 作业

P79: 43, 44, 51, 52, 57
补充题

1 假设 X 和 Y 是两个独立的随机变量, 均服从标准正态分布 N (0, 1). 令 U = X + Y ,
V = X − Y . 求 U 和 V 的边缘密度函数及联合密度函数, 并讨论独立性.

2 设二维连续型随机变量 (X, Y ) 的概率密度函数为

f(x, y) =
{

1, 0 < x < 1, 0 < y < 2x,

0, 其它.

(1) 求边缘密度函数;
(2) 求 Z = 2X − Y 的概率密度函数;

(3) 求 P(Y <
1
2

| X <
1
2

).
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极值和顺序统计量

1 引言

2 (二维) 离散随机变量

3 (二维) 连续随机变量

4 独立随机变量

5 条件分布

6 联合分布随机变量函数

7 极值和顺序统计量
引子
极大值与极小值
顺序统计量
作业
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极值和顺序统计量 引子

实际背景

设有两个部件 I 和 II, 其工作寿命分别为 X, Y .
冷冗余系统 部件 I 坏了, 换上备用部件 II 继续工作.

系统寿命: X + Y .
I
II

热冗余系统 部件 I 、II 并联同时工作, 仅当两个部件都损坏时, 整个系统才失效.
系统寿命: max(X, Y ).

I
II

串联系统 部件 I、II 串联同时工作, 只要有一个部件损坏, 整个系统都失效.
系统寿命: min(X, Y ).

I II

问题
怎么确定上述各系统的寿命?
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极值和顺序统计量 极大值与极小值

极值 max(X, Y ), min(X, Y ) 的分布

极大值

Fmax(z) = P(max(X, Y ) ≤ z) = P(X ≤ z, Y ≤ z)
= P(X ≤ z) · P(Y ≤ z) = FX(z) · FY (z).

极小值

Fmin(z) = P(min(X, Y ) ≤ z)
= 1 − P(min(X, Y ) > z) = 1 − P(X > z, Y > z)
= 1 − P(X > z) · P(Y > z)

= 1 −
[
1 − FX(z)

]
·
[
1 − FY (z)

]
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极值和顺序统计量 极大值与极小值

多个随机变量

一般情形

Fmax(z) = P
(

max(X1, X2, . . . , Xn) ≤ z
)

= FX1 (z)FX2 (z) · · · FXn (z)

Fmin(z) = P
(

min(X1, X2, . . . , Xn)
)

= 1 −
n∏

i=1

[
1 − FXi (z)

]
.

同分布情形
X1, X2, . . . , Xn ∼ F (x) 且独立, 则

Fmax(z) = F n(z), Fmin(z) = 1 −
[
1 − F (z)

]n
.
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极值和顺序统计量 极大值与极小值

max(X, Y ) 与 min(X, Y ) 的密度函数

设 X, Y ∼ f(x) 且独立, 则

极大值

Fmax(z) = F 2(z) ⇒ fmax(z) = 2f(z)F (z) = 2f(z)
∫ z

−∞
f(t) dt.

极小值

Fmin(z) = 1 −
[
1 − F (z)

]2 ⇒ fmin(z) = 2f(z)
[
1 − F (z)

]
= 2f(z)

∫ ∞

z

f(t), dt.

n 个独立同分布随机变量的极值密度

fmax(z) = nf(z)
[
F (z)

]n−1
, fmin(z) = nf(z)

[
1 − F (z)

]n−1
.
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极值和顺序统计量 极大值与极小值

推广

n 个独立随机变量的极大值与极小值
设 X1, X2, . . . , Xn 是 n 个相互独立的随机变量, 其分布函数分别为 FXi (x),
i = 1, 2, . . . , n. 则 M = max(X1, . . . , Xn) 的分布函数为

FM (z) = FX1 (z) · · · FXn (z),

N = min(X1, . . . , Xn) 的分布函数为

FN (z) = 1 −
[
1 − FX1 (z)

]
· · ·

[
1 − FXn (z)

]
.

同分布的情况
当 X1, . . . , Xn 的有相同的分布函数 F (z) 时, 有

FM (z) =
[
F (z)

]n
, FN (z) = 1 −

[
1 − F (z)

]n
.

以上结论对任何类型的随机变量都成立. 当 X1, . . . , Xn 是连续型的时候, 可以进一步利
用分布函数求出密度函数.
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极值和顺序统计量 极大值与极小值

指数分布的极小值

体育馆的大屏幕由信号处理机和显示屏构成, 它们的寿命分别为 X, Y . 若它的概率密度
分别为

fX(x) = 1(0,∞)(x)αe−αx, fY (y) = 1(0,∞)(y)βe−βy, α, β > 0.

试求大屏幕的寿命 Z 的概率密度.

思路

显然 Z = min(X, Y ). 注意到对于参数为 λ 的指数分布, 有 P(Exp(λ) ≥ t) = e−λt,
t ≥ 0.

解
由独立性有

P(Z ≥ t) = P(min(X, Y ) ≥ t) = P(X ≥ t)P(Y ≥ t) = e−(α+β)t, t ≥ 0.

因此独立指数分布的极小值仍然是指数分布.
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极值和顺序统计量 极大值与极小值

例题

设某种电子管的寿命 (以天计) 近似服从 N (1195, 152). 随机地选取 3 只, 求
1 其中没有一只寿命超过 1210 天的概率;
2 其中没有一只寿命小于 1210 天的概率.

思路
设 X1, X2, X3 为 3 只电子管的寿命, 则所求为 M = max(X1, X2, X3),
N = min(X1, X2, X3) 相关的概率.

解

已知 Xi ∼ N (1195, 152) 且相互独立.

1 所求为 P(M ≤ 1210) = FM (1210) =
[
F (1210)

]3 =
[
Φ

(1210 − 1195
15

)]3 =[
Φ(1)

]3 ≈ 0.5955.

2 所求为 P(N ≥ 1210) = 1 − FN (1210) =
[
1 − F (1210)

]3 =
[
1 − Φ(1)

]3 ≈ 0.004.
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极值和顺序统计量 极大值与极小值

例题
设 X, Y 为独立的、参数为 α, β 的指数分布. 求 M = max(X, Y ), S = X + Y 的密度
函数.

解
易见 M ≥ 0. 当 t ≥ 0 时, 由独立性, M 的分布函数为

FM (t) = P(M ≤ t) = P(X ≤ t) · P(Y ≤ t) = (1 − e−αt)(1 − e−βt), t ≥ 0.

因此 M 的密度函数为

fM (t) = 1(0,∞)(t)F ′
M (t) = 1(0,∞)(t)(αe−αt + βe−βt − (α + β)e−(α+β)t).

又 S ≥ 0, X, Y ≥ 0. 当 t ≥ 0 时, 由卷积公式, Z 的密度函数为

fZ(t) =
∫ ∞

−∞
fX(t − y)fY (y) dy =

∫ t

0
fX(t − y)fY (y) dy

=
∫ t

0
αe−α(t−y)βe−βy dy = αβe−αt

∫ t

0
e−(β−α)y dy

= αβ

β − α
[e−αt − e−βt].
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极值和顺序统计量 极大值与极小值

微元法求 Z = max(X1, . . . , Xn) 的密度

假设 X1, X2, . . . , Xn 独立. 对充分小的区间 (z, z + dz),

P(Z ∈ (z, z + dz)) ≈ P(∃i : Xi ∈ (z, z + dz) 且 Xj < z, ∀j 6= i)

=
n∑

i=1

P(Xi ∈ (z, z + dz) 且 Xj < z, ∀j 6= i)

= n
[
fX(z)dz

]
·
[
FX(z)

]n−1
.

而左边根据定义为 fZ(z)dz. 比较等式两边得

fZ(z)dz = nfX(z)
[
FX(z)

]n−1
.
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极值和顺序统计量 顺序统计量

定义

顺序统计量
设 X1, X2, . . . , Xn ∼ f(x) 是独立同分布的连续型随机变量. 将 X1, X2, . . . , Xn 由小到
大排列为 X(1) ≤ X(2) ≤ · · · ≤ X(n).
顺序统计量 (X(1), . . . , X(n)).
最小值 X(1) = min(X1, . . . , Xn).
最大值 X(n) = max(X1, . . . , Xn).

若 n = 2m + 1 为奇数, 称 X(m+1) 为中位数.

注
对连续型随机变量 X 与 Y , P(X = Y ) = 0. 因此顺序统计量以概率 1 是唯一决定的.

问
如何求 X(k) 的密度?
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极值和顺序统计量 顺序统计量

顺序统计量的密度

P(X(k) ∈ (z, z + dz)) ≈ P
(

∃i, j1, . . . , jk−1, l1, . . . , ln−k :

Xi ∈ (z, z + dz),
Xjm < z, ∀1 ≤ m ≤ k − 1,

Xlm ≥ z + dz, ∀1 ≤ m ≤ n − k
)

=
∑

i,j1,...,jk−1,l1,...,ln−k

F k−1(z) · f(z)dz · (1 − F (z + dz))n−k

= n!
(k − 1)!1!(n − k)!F

k−1(z) · f(z)dz · (1 − F (z + dz))n−k

顺序统计量的密度

fX(k) (z) = n!
(k − 1)!(n − k)!f(z)F k−1(z)

[
1 − F (z)

]n−k
.
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极值和顺序统计量 顺序统计量

均匀分布的顺序统计量

回顾

连续型随机变量 X 可以表为 X = F −1
X (U), U ∼ U[0, 1]. 注意到 F −1

X 为增函数, 因此不
改变随机变量间的顺序. 因此若我们能了解 n 个独立 U[0, 1] 随机变量的顺序统计量, 也
能借此研究一般连续型随机变量的顺序统计量.

均匀分布的顺序统计量
设 Ui ∼ U[0, 1] 相互独立, 则 U(k) 的密度为

n!
(k − 1)!(n − k)!x

k−1(1 − x)n−k ∼ Beta(k, n − k + 1).

Beta 分布
X ∼ Beta(α, β) 当且仅当

f(u) = 1(0,1)(u) Γ(α + β)
Γ(α)Γ(β)uα−1(1 − u)β−1
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极值和顺序统计量 顺序统计量

顺序统计量的联合密度

问题
设 U = max(X1, . . . , Xn), V = min(X1, . . . , Xn). 求 U 和 V 的联合密度.

微元法

P(V ∈ (v, v + dv), U ∈ (u, u + du))
= P(∃i, j : Xi ∈ (v, v + dv), Xj ∈ (u, u + du), Xk ∈ (v + dv, u), ∀k 6= i, j)

= n(n − 1) · f(v)dv · f(u)du ·
[
F (u) − F (v + dv)

]n−2

U , V 联合密度函数

f(u, v) = 1{u≥v}(u, v) · n(n − 1)f(v)f(u)[F (u) − F (v)]n−2.

对于均匀分布,
f(u, v) = 1{1≥u≥v≥0}(u, v)n(n − 1)(u − v)n−2.
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极值和顺序统计量 作业

P81: 70
补充题:

1 从 1, 2, 3 中一次任取两个数. 第一个数记为 X, 第二个数记为 Y . 记 Z = max(X, Y ).
求 (X, Y ) 和 (X, Z) 的联合频率函数和边际频率函数.

2 设 X 和 Y 是两个独立的随机变量, 服从 N (0, 1). 令 Z = min(X, Y ). 求 Z 的分布函
数.
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