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引言 综述

为什么学习概率论与统计?

现实生活中的随机现象主要来源于复杂系统:
人口普查
分子热运动
天气预报
量子力学?

概率论与统计提供了研究随机现象的工具
概率论: 建立于现代分析学基础上, 主要提供理论基础, 得到的很多结果简洁而深刻, 如大
数定律、中心极限定理、遍历定理等
统计学: 解决与复杂系统相关的实际问题 (估计、判断、决策), 如参数估计、假设检验、
分类、机器学习等
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引言 两个例子

例 1: 正态分布

(a) 高考成绩 1

y = 1√
2π

e− x2
2

(b) 标准正态分布

1图片来源: https://blog.csdn.net/HugoChen_cs/article/details/107650258
李立颖 (数学系) 概统第一章: 概率 2023 秋 (概统 7 班) 5 / 106



引言 两个例子

例 2: 核物理、随机矩阵与黎曼猜想

图: 铀原子能量光谱 2

薛定谔方程

i
∂

∂t
ϕ = Ĥϕ.

能级 = 特征值

Ĥϕ = λϕ, λ ∈ R.

重原子对应的算子 Ĥ 类似于一个高维对称矩阵 X
2https://www.mdpi.com/2218-2004/5/3/24
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引言 两个例子

例 2: 核物理、随机矩阵与黎曼猜想, II

对称随机矩阵

X =


x11 x12 · · · x1N

x21 x22 · · · x2N

. . .
. . . . . .

xN1 xN2 · · · xNN

 ,

在满足 xij = xji 条件下, 矩阵元素随
机选取

特征值 λ 满足 Xv = λv. 对称矩阵的
特征值都是实数.
相邻特征值 λi+1 − λi 的分布是什么?
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引言 两个例子

例 2: 核物理、随机矩阵与黎曼猜想, III

黎曼 ζ-函数, Re z > 1

ζ(z) =
∞∑

n=1

1
nz

.

以上函数可延拓至 z ∈ C = {a + b · i : a, b ∈ R}, i =
√

−1.

黎曼猜想: 黎曼函数的全部零点在 {a = 1
2} 上.

Montgomery 猜想: {a = 1
2} 上相邻零点的距离分布由 Dyson–Wigner 分布给出

小结:
概率问题: 怎么定义随机性? 怎么刻画极限过程?
统计问题: 怎么比较两个分布?
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引言 学习建议

如何学习概率统计？

学思想：概率统计特殊的研究对象包含了许多独特的思维方法和思想方法，特别是
如何看待和处理随机规律，这是其他学科中没有的。例如，以比较各种事件出现的
可能性的大小进行决策的思想。

学方法：定量描述随机现象及其规律的方法，收集、整理、分析数据，从而建立统
计模型的方法。

学应用: 尽可能多地了解各种概念的背景、各种方法和模型的实际应用。不仅要学
课程中提及的，也要自己收集、寻找各种实例。

课前预习、课中认真听讲、课后多做练习。
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样本空间 定义

定义
试验: 科学实验, 或者对某一事物的某一特征进行观察

例
抛一枚硬币, 观察正面 H, 反面 T 出现的情况
将一枚硬币连抛三次, 观察正面 H 出现的次数
掷一颗骰子，观察出现的点数
从一批产品中抽取 n 件, 观察次品出现的数量
对某厂生产的电子产品进行寿命测试
观察某地区的日平均气温和日平均降水量

问题:
这些实验都有什么特点?

试验前无法预知结果.
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样本空间 定义

随机实验与样本空间

试验的特征
试验可以在相同的条件下重复进行

试验的结果可能不止一个, 但试验前知道所有可能的全部结果
在每次试验前无法确定会出现哪个结果

定义
具有上述特征的称为随机试验, 或简称试验

例
实验 E: 掷一颗骰子, 观察出现的点数.
E 的结果

“1 点’’、“2 点’’、. . .、“6 点” (基本结果, 不可分)
‘‘出现的点数不超过 3’’、‘‘至少出现 4 点” (复合结果, 可分解)
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样本空间 定义

定义
称基本结果为样本点、基本事件
称试验的全部样本点构成的集合为样本空间.

例
离散样本空间:

掷一颗骰子, 观察出现的点数, 其样本空间为 Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
抛两枚硬币, 观察正、反两面出现的情况, 其样本空间为

Ω = {(H, T ), (H, H), (T, H), (T, T )}.

连续样本空间:
记录深圳地区的日平均气温, 其样本空间为 Ω = (−60, 60)
播种飞机对位置为 (x0, y0) 的目标进行播种, 观察其所覆盖的范围 (x, y), 其样本空间为

Ω = {(x, y) | (x − x0)2 + (y − y0)2 < ∞}.
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样本空间 定义

随机事件

基本结果 不可分 样本点、基本事件
复合结果 可分解 随机事件、事件

表: 试验的结果

从集合看: 事件是样本空间的子集
从试验看: 事件是基本事件的复合

定义
满足一定条件的样本点的集合称为随机事件, 简称事件. 事件用大写字母 A, B, C, . . .等
表示.

例
掷一颗骰子, 观察出现的点数, 其样本空间为 Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
事件 A ‘‘至少出现 3 点”: A = {3, 4, 5, 6}
事件 B ‘‘出现最小或最大点的点”: B = {1, 6}
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样本空间 定义

几个特殊事件:
基本事件: 一个样本点构成的单点集 {ω}.
必然事件: 每次试验都总发生的事件 Ω ⊂ Ω.
不可能事件: 每次试验都不会发生的事件 ∅ (空集 ∅ ⊂ Ω).

定义
记

A = {A | A ⊂ Ω, A 是事件}.

称 A 为试验的事件域, 即试验产生的所有事件为元素构成的集合.

事件语言 基本结果 全体基本试验 事件 A 事件 A 发生
集合语言 样本点 ω 样本空间 Ω 子集 A ω ∈ A

表: 小结 — 随机试验的数学描述
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样本空间 事件与集合

事件间的关系与运算 I

设 A, B 以及 Ak, k = 1, 2, . . .为事件
A 是 B 的 子集, 记作 A ⊂ B: A 发生必然导致 B 发生

集合 A 与 B 相等, 记作 A = B: A ⊂ B, B ⊂ A

集合 A 与 B 的并, 记作 A ∪ B = {ω | ω ∈ A 或 ω ∈ B}: A 发生或 B 发生, 即 A,
B 至少有一个发生, 称为事件 A 和 B 的和.

Ω

A B

(a) A ⊂ B

Ω

A B

(b) A ∪ B
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样本空间 事件与集合

事件间的关系与运算 II

集合 A 与 B 的交, 记作 A ∩ B = {ω | ω ∈ A, ω ∈ B}: A , B 同时发生, 称为事件
A, B 的积, 也记作 AB.
类似地, 可以定义 n 个事件或者可列个事件的积

n⋂
i=1

Ai = {ω | ω ∈ Ai, i = 1, 2, ..., n}

∞⋂
i=1

Ai = {ω | ω ∈ Ai, i = 1, 2, 3, ...}

集合 A 和 B 的差集, 记作 A − B = A \ B = {ω | ω ∈ A, ω ̸∈ B}: A 发生而 B 不
发生

Ω

A B

(a) A ∩ B

Ω

A B

(b) A \ B

李立颖 (数学系) 概统第一章: 概率 2023 秋 (概统 7 班) 17 / 106



样本空间 事件与集合

事件间的关系与运算 III

若 A ∩ B = ∅, 则称 A, B 互不相容 (互斥).
若 A ∪ B = Ω, 且 A ∩ B = ∅, 则称 A, B 为逆事件或对立事件, 记为

A = Ω \ B = Bc, B = Ω \ A = Ac.

Ω

A B

(a) A ∩ B = ∅, A 与 B 互斥

Ω

A B

(b) A 与 B 为对立事件
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样本空间 事件与集合

事件的运算定律

交换律:

A ∪ B = B ∪ A, A ∩ B = B ∩ A.

结合律:

A ∪ (B ∪ C) = (A ∪ B) ∪ C, A ∩ (B ∩ C) = (A ∩ B) ∩ C.

分配律:

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C), A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C).

De Morgan 律:

(A ∪ B)c = Ac ∩ Bc, (A ∩ B)c = Ac ∪ Bc,( n⋃
k=1

Bk

)c

=
n⋂

k=1

Bc
k,

( n⋂
k=1

Bk

)c

=
n⋃

k=1

Bc
k.
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样本空间 事件与集合

分配律

B

CA

B

C

(a) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C)

A

B

C

(b) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∩ C)
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如何用定义进行证明

命题 ( n⋃
k=1

Bk

)c

=
n⋂

k=1

Bc
k.

证明

令 P =
( n⋃

k=1

Bk

)c

, Q =
n⋂

k=1

Bc
k. 欲证 P = Q, 我们只需分别证明 P ⊂ Q 与 Q ⊂ P . 我

们这里只示范前者的证明. 由包含关系的定义, 对任意的 ω ∈ P , 我们要推出 ω ∈ Q. 事
实上,

ω ∈ P =
( n⋃

k=1

Bk

)c (补集的定义)=⇒ ω ̸∈
n⋃

k=1

Bk

(并集的定义)=⇒ ω ̸∈ Bk, ∀k
(补集的定义)=⇒ ω ∈ Bc

k, ∀k

(交集的定义)=⇒ ω ∈
n⋂

k=1

Bc
k = Q.



样本空间 事件与集合

可列

可列集: 指一个无穷集 S, 其元素可与自然数形成一一对应，因此可表为
S = {s1, s2, ...}.
至多可列：指可列或有限

可以证明：可列是 ‘‘最小的’’ 无穷，即任何一个无穷集合均含有可列子集
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样本空间 作业

作业

P20: 5, 6
补充题:

1 设随机事件 A, B 满足条件 AB = AcBc, 试求 A ∪ B.
2 试把事件 A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ An 表示成 n 个两两互不相容事件之并.
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概率测度 频率

概率论公理化的三种学派

1921, J. M. Keynes, ‘‘主观概率学派”
凯恩斯主张把任何命题都看作事件, 例如 ‘‘明天将下雨”, ‘‘土星上有生命’’ 等等都是事件,
人们对这些事件的可信程度就是概率, 而与随机试验无关, 通常称为主观概率.

1928, von Mises, ‘‘客观概率学派”
米泽斯定义事件的概率为该事件出现的频率的极限, 而作为公理就必须把这一极限的存
在作为第一条公理, 通常称为客观概率.

1933, Komolgorov (柯尔莫哥洛夫), ‘‘以测度论为基础的概率公理化体系”
目前, 绝大多数教科书都是采用柯尔莫哥洛夫的概率公理化体系.
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概率测度 频率

概率论是研究随机现象的统计规律性的数学学科

问题一: 什么是统计规律性?
统计规律性是指在大量试验中呈现出的数量规律 (用频率来刻画).

问题二: 什么是概率?
概率是指刻划随机事件在一次试验中发生的可能性大小的数量指标, 这个数量指标应该
满足：

它是事件固有的, 不随人们主观意愿而改变; 可以在相同条件下通过大量重复试验予
以识别和检验

符合常情：事件发生可能性大, 该值就大, 反之就小; 不可能事件的值最小 (0); 必然
事件的值最大 (1)
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概率测度 频率

频率

频率的定义
设 A 为一随机事件, 在相同条件上进行 n 次重复实验. 令

nA = n 次实验中 A 发生的事件

fn(A) = nA

n

称 nA 为事件 A 的频数, fn(A) 为事件 A 的频率 (frequency).

频率的一般特性
一般地, n 越大, 则 nA 越大.
nA、fn(A) 的值是 ‘‘随机的”.
0 ≤ fn(A) ≤ 1.

问题
频率是否有统计规律性?
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概率测度 频率

实例 1: ‘‘抛硬币实验”
将一枚硬币连续抛 n 次, 记 H = {出现正面}.

问题
fn(H) 有什么规律?

实验者 n nK fn(H)
德摩根 2048 1061 0.5181
蒲丰 4048 2048 0.5069
皮尔逊 12000 6019 0.5016
皮尔逊 24000 12012 0.5005

表: 历史上有名的抛硬币实验
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概率测度 频率

实例二: ‘‘蒲丰投针实验”

ℓ

ℓ

ℓ/2

记投针的总数为 n, 针与平行线相交的次数为 nA, 则

nA

n
≈ 1

π
, 或

n

nA
≈ π.
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概率测度 频率

实例 3: 英文字母 (密码破译)

考察英语文章中 26 个字母出现的频率, 当观察次数 n 较大时, 每个字母出的频率呈现稳
定性, 下面是 Deway 统计了 438023 个字母得到的统计表.

字母 频率 字母 频率 字母 频率 字母 频率
E 0.1268 R 0.0594 M 0.0244 K 0.0060
A 0.0788 L 0.0394 Y 0.0202 J 0.0010
O 0.0776 D 0.0389 G 0.0187 Q 0.0009
I 0.0707 U 0.0280 P 0.0186 Z 0.0006
N 0.0706 C 0.0268 B 0.0156
S 0.0634 F 0.0256 V 0.0102
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概率测度 频率

随机事件的统计规律性

频率的稳定性 (大数定律)
当 n 很大时, 事件 A 的频率 fn(A) 接近一个常数, 即有

fn(A) → p, n → ∞

常数 p 就是事件 A 发生的可能性大小, 即概率.
由于频率的取值是 ‘‘随机的”, 那么上述极限是在什么意义下成立呢? (第五章研究此
问题)
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概率测度 频率

实例四: ‘‘掷骰子” 实验

问题
记事件

Ai = { 出现 i 点}, i = 1, 2, . . . , 6.

将一颗骰子连续掷 n 次, fn(Ai) 有什么规律?

如果一颗骰子六个面是均匀的, 则当 n 很大时应有

fn(Ai) = nAi

n
≈ 1

6 , n = 1, 2, . . . , 6.
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概率测度 频率

频率的基本性质
1 0 ≤ fn(A) ≤ 1
2 fn(Ω) = 1
3 (有限可加性) 若 A1, . . . , Am 两两不相容 (Ai ∩ Aj = ∅, ∀i ̸= j), 则

fn(∪m
i=1Ai) =

m∑
i=1

fn(Ai).
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概率测度 概率论公理化

概率的公理化定义
设 A 为样本空间 Ω 上的事件域. 对任意 A ∈ A, 若存在实数 P(A) 与之对应, 且满足

1 非负性: P(A) ≥ 0, ∀A ∈ A;
2 规范性: P(Ω) = 1;

3 可列可加性: 对两两不相容的事件列 {Ak}∞
k=1, 有 P

( ∞⋃
k=1

Ak

)
=

∞∑
k=1

P(Ak)

则称 P(A) 为事件 A 的概率, 称 (Ω, A, P) 为概率空间 (probability space).
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概率测度 概率论公理化

概率的公理化定义
设 A 为样本空间 Ω 上的事件域. 对任意 A ∈ A, 若存在实数 P(A) 与之对应, 且满足

1 非负性: P(A) ≥ 0, ∀A ∈ A;
2 规范性: P(Ω) = 1;

3 可列可加性: 对两两不相容的事件列 {Ak}∞
k=1, 有 P

( ∞⋃
k=1

Ak

)
=

∞∑
k=1

P(Ak)

则称 P(A) 为事件 A 的概率, 称 (Ω, A, P) 为概率空间 (probability space).

注:
1933 年苏联的 Kolmogorov 测度论基础上提出的概率论公理化体系.
概率是定义在事件域上的特殊函数.
物体的长度、区域的面积都具有 ‘‘非负性” 与 ‘‘可加性”, 故 ‘‘概率” 实际上是对 ‘‘事
件” 发生可能性大小的一种 ‘‘度量”.
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概率测度 概率论公理化

问题 (贝特朗悖论, Bertrand’s Paradox)

在半径为 r 的圆 C 内 ‘‘任意” 作一弦. 试求此弦长度 ℓ 大于圆内接等边三角形边长
√

3r
的概率 p. (何为正确的概率空间 (Ω, A,P)?)

解一
作半径为 r/2 的同心圆 C1. 设弦 AB 的中点 M ‘‘任意” 落于
圆 C 内.
若 M 落于圆 C1 内, 则 ℓ >

√
3r, 于是

p = π(r/2)2

πr2 = 1
4 .

C

A
M

B

解二
设弦 AB 的一端 A 固定于圆周上, 另一端任意. 考虑等边
△ADE, 如 B 落于角 A 所对应的弧 DE 上, 则 ℓ >

√
3r. 于

是

p = DE 的弧长

圆周长
= 1

3
D

A

E

B
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概率测度 概率论公理化

概率的基本性质

性质 1
P(∅) = 0.

证明: 因为 ∅ = ∅ ∪ ∅, 所以 P(∅) = P(∅) + P(∅), 故 P(∅) = 0.

性质 2 (有限可加性)

若 A1, A2, ..., An 是两两不相容事件, 则 P
( n⋃

k=1

Ak

)
=

n∑
k=1

P(Ak).

证明: 因为
n⋃

k=1

Ak = A1 ∪ · · · ∪ An ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ · · · . 由可列可加性,

P
( n⋃

k=1

Ak

)
=

n∑
k=1

P(Ak) + P(∅) + P(∅) + · · · =
n∑

k=1

P(Ak).
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概率测度 概率论公理化

性质 3 (单调性)
若 A ⊂ B, 则 P(A) ≤ P(B).

证明: 因为 A ⊂ B, 故 B 为不相容事件 A 与 B \ A 之和. 由有限可加性,

P(B) = P(A) + P(B \ A).

再由非负性, P(B \ A) ≥ 0. 证毕.

Ω

A B
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概率测度 概率论公理化

性质 4
0 ≤ P(A) ≤ 1.

由 ∅ ⊂ A ⊂ Ω 及单调性.

性质 5
P(Ac) = 1 − P(A).

由 A ∪ Ac = Ω, A ∩ Ac = ∅ 及有限可加性.
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概率测度 概率论公理化

性质 6: 容斥原理 (inclusion-exclusion principle)

两事件容斥原理
对任何事件 A, B 有

P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(AB).

Ω

A BA ∩ B
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概率测度 概率论公理化

性质 6: 容斥原理 (inclusion-exclusion principle)

三事件容斥原理
对任何事件 A, B, C 有

P(A ∪ B ∪ C) = P(A) + P(B) + P(C)
− P(AB) − P(CA) − P(BC)
+ P(ABC).

Ω

A B

C

ABC

BCCA

AB
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概率测度 概率论公理化

性质 6: 容斥原理 (inclusion-exclusion principle)

多事件容斥原理
对于 n 个事件, 有

P(A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An) =
n∑

i=1

P(Ai)

−
∑

1≤i<j≤n

P(AiAj)

∑
1≤i<j<k≤n

P(AiAjAk)

+ · · · + (−1)n−1P(A1A2 · · · An).

规律
奇加偶减.
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例题

已知空气中 PM2.5 含量一般在 0.0-120.4 (µg/m3) 之间，SO2 含量一般在 0.000-0.304
(ppm) 之间，假设在上述范围内取值为等可能的. 一般认为，PM2.5 含量在 100.5 µg/m3

以上或 SO2 含量在 0.225 ppm 以上为对人体有害. 问空气质量为有害的概率是多少？

0.225

0.304

100.5 120.4

B

A

AB

0

SO2 含量 (ppm)

PM 2.5 含量 (µg/m3)

解

P(A) = 0.165, P(B) = 0.260, P(AB) = 0.043.

P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(AB) = 0.382.

或利用对立事件计算: (A ∪ B)c = AcBc.



概率测度 作业

作业

P20: 4, 7
补充题:

1 设 A, B, C 是三个随机事件, 且 P(A) = P(B) = P(C) =
1
4

, P(AB) = P(BC) = 0,

P(AC) =
1
8

. 求 A, B, C 至少发生一个的概率.
2 已知 A, B 两个事件满足条件 P(AB) = P(ĀB̄), 且 P(A) = p. 求 P(B).
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计数方法

1 引言

2 样本空间 (Sample space)

3 概率测度 (Probability measure)

4 概率计算: 计数方法
古典概型
几何概型
习题
作业

5 条件概率

6 独立性 (independence)
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计数方法 古典概型

古典概型

‘‘抛硬币” 、‘‘掷骰子” 等随机试验的特征:
只有有限个基本结果 (样本空间为有限集)
每个基本结果的出现是等可能的.

古典概型
设随机试验的样本空间为 Ω. 若

1 Ω 只含有有限个样本点, 即 Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn};
2 每个样本点的出现是等可能的, 即

P(ω1) = P(ω2) = · · · = P(ωn) = 1
n

,

则称该实验为等可能概型, 也称为古典概型.

问题:
怎样计算古典概型中一般事件的概率?
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计数方法 古典概型

古典概型的概率计算

设事件 A 含 k 个样本点, 记为 A = {ωi1 , ωi2 , . . . , ωik }. 则由有限可加性:

P(A) = P(ωi1 ) + P(ωi2 ) + · · · + P(ωik ) = 1
n

× n = k

n
.

P(A) = 导致 A 发生的方式个数

所有试验结果个数
= k

n
.

P(A) = A 的有利场合数

样本点总数
= k

n
.

李立颖 (数学系) 概统第一章: 概率 2023 秋 (概统 7 班) 47 / 106



计数方法 古典概型

例
抛两枚硬币, 求出现一个正面一个反面的概率.

解
该实验的样本空间为

Ω = {HT, HT, T H, T T }.

这是一个古典概型. 事件 A = {一个正面, 一个反面} 的有利场合是 HT , T H. 因此

P(A) = 2
4 = 1

2 .

历史趣闻
18 世纪著名法国数学家达朗贝尔取样本空间 Ω = {HH, HT, T T } 得到

P(A) = 1
3 .

他错在了哪里? 这不是古典概型!
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计数方法 古典概型

加法原理 (Addition Principle)

加法原理
做一件事一共有 n 类方法, 第一类有 m1 种方法, 第二类有 m2 种方法, ..., 第 n 类有
mn 种方法, 则完成这件事的方法总数为

N = m1 + m2 + · · · + mn.

m1 m2 mn......
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计数方法 古典概型

乘法原理 (Multiplication principle, basic principle of counting)

乘法原理
做一件事有 n 个步骤, 第一步有 m1 种方法, 第二步有 m2 种方法, ..., 第 n 步有 mn 种
方法, 则完成这件事的方法总数为

N = m1 · m2 · · · · · mn.
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计数方法 古典概型

排列与组合

选排列 (Arrangement)
从 n 个不同的元素中, 任取 k(≤ n) 个元素, 按照一定的顺序排成一列, 全部排列个数为

Ak
n = n!

(n − k)! = n(n − 1) · · · (n − k + 1).

全排列 (Permutation)
当 k = n 时, 称为全排列.

Ak
n = n!

组合 (Combination)
从 n 个不同的元素中, 任取 k(≤ n) 个元素并成一组, 全部组合数为(

n

k

)
= Ck

n = Ak
n

Ak
k

= n!
k!(n − k)! = n(n − 1) · · · (n − k + 1)

k! .
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计数方法 古典概型

组合数的推广
一般地, 把 n 个球随机地分成 r 组 ( n > r), 要求第 i 组恰好有 ni 个球, i = 1, . . . , r, 共
有分法

n!
n1!n2! · · · nr! =

(
n

n1 n2 · · · nr

)
.

排列与组合的区别
排列: 方法数与次序有关
组合: 方法数与次序无关.
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计数方法 古典概型

例题
袋中有 a 只红球, b 只白球, 从袋中随机地将球一个一个取出. 求第 k 次取出的是红球的
概率 (1 ≤ k ≤ a + b).

思路一
假设除颜色外, 球是可区分的, 将取出的球依次排成一行

k

把每一种排法作为一个样本点. 有利场合为第 k 个位置为红球, 其它位置的 (a + b − 1)
个球可任意放置.

解

样本点总数为 (a + b)!, 有利场合数为 C1
a · (a + b − 1)!. 故所求概率为

pk = a(a + b − 1)!
(a + b)! = a

a + b
, 1 ≤ k ≤ a + b.
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计数方法 古典概型

例题
袋中有 a 只红球, b 只白球, 从袋中随机地将球一个一个取出. 求第 k 次取出的是红球的
概率 (1 ≤ k ≤ a + b).

思路二
假设除颜色外, 球是不可的, 将取出的球依次排成一行,

k

把每一种红球可能出现的位置作为一个样本点. 有利场合为第 k 个位置为红球, 其它位
置 (a + b − 1) 个位置中出现 (a − 1) 个红球

解

样本点总数为 Ca
a+b, 有利场合数为 Ca−1

a+b−1. 故所求概率为

pk = (a + b − 1)!/(a − 1)!b!
(a + b)!/a!b! = a

a + b
, 1 ≤ k ≤ a + b.
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计数方法 古典概型

总结

结果

pk = a

a + b
, 1 ≤ k ≤ a + b.

思路一用了排列的思路, 假设除颜色外球是可区分的
思路二用了组合的思路, 假设除颜色外球是不可区分的
确定了样本空间的结构后, 有利场合的构造必须与样本空间结构一致.
概率与 k 无关: 抽签结果与顺序无关.
很多实际问题都可以归结为 ‘‘摸 (或扔) 球模型”.
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计数方法 古典概型

例题
将 n 只 (可区分的) 球随机放入 N (N ≥ n) 个 (可区分的) 盒子中去, 试求每个盒子至多
有一个球的概率.

分析
任意一只球放进任一盒子是等可能的. 我们把盒子编号为 1, 2, . . . , N , 并把每个球放入
的盒子编号 (a1, a2, . . . , an) 作为样本点, 并用古典概型求解.

解
我们样本点总数为 Nn. 每个盒子至多有一个球, 意味着 (a1, a2, ..., an) 互不相同, 因此
有利场合数为选排列数 An

N = N(N − 1) · · · (N − n + 1). 故所求概率为

p = An
N

Nn
= 1 ·

(
1 − 1

N

)
· · ·

(
1 − n − 1

N

)
.
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计数方法 古典概型

生日问题

问题
参加某次聚会共 n 个人, 求没有两人生日相同的概率.

分析
此即为 n 个球 (人) 放入 365 个盒子中的问题.

解

p = 1 ·
(

1 − 1
365

)
· (1 − 2

365) . . . (1 − n − 1
365 ).

n 20 25 30 40 50 55 100
1 − p 0.41 0.57 0.71 0.89 0.97 0.99 0.999997
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计数方法 古典概型

例题
从数字 0, 1, ..., 9 中随机地 (可重复) 抽 5 个数字, 则抽出的 5 个数字都不相同的概率是

p = 10 · 9 · 8 · 7 · 6
105 = 0.3024

无理数的随机特征
考虑无理数 e = 2.71828 · · · .
将 e 的前 800 位小数分成 160 组, 每组 5 个数字视为从 0, 1, 2, ..., 9 中随机抽出. 数得 5
个数字都不相同的共有 52 组, 其频率为

52
160 = 0.325 ≈ 0.3024.

这仍然只是一个猜想! (Normal numbers)
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计数方法 古典概型

例题
某接待站在某周接待了 12 次来访, 已知这 12 次来访都是在周二和周四进行的. 问是否
可以推断接待站的接待时间是有规定的?

解
假设接待站的时间没有规定, 且认为来访者每周任一天到达是等可能的. 则

P
(

{12 次来访都在周二和周四}
)

= 212

712 = 3 × 10−7.

定义
概率非常小的事件, 称为小概率事件.
实际推断原理: 小概率事件在一次试验中是几乎不可能发生的.

由实际推断原理, 可推断接待站的时间是有规定的.
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计数方法 几何概型

思考题

问题
一根 1 米长的木条随机砍两刀. 问得到的三段中最短一段小于 1/4 米的概率是多少?
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计数方法 几何概型

古典概型的特点
有限样本点, 等可能性

问题
如何将样本空间推广到 ‘‘无限” 个样本点, 同时又有某种 ‘‘等可能性”?
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计数方法 几何概型

几何概型

定义
随机试验 向平面有界区域投掷一个点
样本空间 Ω
事件 点落在可测量面积的平面区域 A

事件概率 P(A) = A 的面积
Ω 的面积

.

称上述试验为几何概型.

注记
事件 A 发生的概率与位置无关, 只与 A 的面积有关, 这体现了某种 ‘‘等可能性”.
如果样本空间为有界区间、空间有界区域 (或更高维的几何体), 则 ‘‘面积” 改为 ‘‘长
度’’、‘‘体积” (或高维推广).
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计数方法 几何概型

例题
在一次演习中, 某部队 A 接到命令要赶到某小河 D 岸为行进中的 B 部队架设浮桥. 假
设 A 部队将于 7 点到 7 点 30 分之间到达 D 岸, 架桥需要 20 分钟时间; B 部队将于 7
点 30 分至 8 点到达 D 岸. 试求 B 部队到达 D 岸时能立即过河的概率.

解
用 x, y ∈ [0, 60] 表示 A 与 B 部队到达 D 岸的时间, 则
(x, y) ∈ Ω = [0, 30] × [30, 60]. B 部队能立即过河的充要条件
是 x + 20 ≤ y. 我们用几何概型求解, 所求概率为

p = 302 − 202/2
302 = 7

9 .

O

y

x

60
y = x + 20

30

30
20

10
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计数方法 习题

例题
三个人去参加某个集合的概率均为 0.4, 其中至少有两个参加的概率为 0.3, 都参加的概
率为 0.05. 求 3 人中至少有一个参加的概率.

解
以 A, B, C 分别记 3 个人参加的事件. 由条件知,

P(A) = P(B) = P(C) = 0.4, P(AB ∪ CA ∪ BC) = 0.3, P(ABC) = 0.05.

类似于容斥原理的证明, 我们有

P(A∪B∪C) = P(A)+P(B)+P(C)−P(AB∪BC∪CA)−P(ABC) = 0.4×3−0.3−0.05 = 0.85.
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计数方法 习题

例题
设甲、乙两人同时向同一目标进行射击. 已知甲击中的概率为 0.7, 乙击中目标的概率为
0.6, 两人同时击中目标的概率为 0.4. 求
(1) 目标不被击中的概率;
(2) 甲击中目标而乙未击中的概率.

解
记事件 A, B 为甲、乙击中目标的事件. 于是由条件知

P(A) = 0.7, P(B) = 0.6, P(AB) = 0.4.

于是,

P( 目标不被击中) = P(ĀB̄) = P(A ∪ B) = 1 −
[
P(A) + P(B) − P(AB)

]
= 0.1.

P( 甲击中而乙未击中) = P(AB̄) = P(A) − P(AB) = 0.7 − 0.4 = 0.3.
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计数方法 习题

伯努利信封问题
n 封信随机送到 n 个人手中. 求所有人都没收到自己的信的概率.

解
用 Ai, i = 1, 2, . . . , n 表示第 i 个人拿到自己的信的事件. 于是由容斥原理, 至少一个人
拿到信件的概率为

P(A1 ∪A2 ∪· · ·∪An) =
n∑

i=1

P(Ai)−
∑

1≤i1<i2≤n

P(Ai1 Ai2 )+· · ·+(−1)n−1P(A1A2 · · · An).

由乘法原理, 我们有 P(Ai1 Ai2 · · · Aik ) = (n − k)!
n! . 这样的项一共有 Ck

n 项.
所以前述概率为

n∑
k=1

(−1)k−1Ck
n

(n − k)!
n! =

n∑
k=1

(−1)k−1 1
k! .

故没有人拿到自己的信的概率为

1 −
n∑

k=1
(−1)k−1 1

k! =
n∑

k=0
(−1)k−1 1

k! → e−1, n → ∞.
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计数方法 作业

作业

P21: 28, 29
补充题:

1 从 n 双尺码不同的鞋子中任到 2r (2r < n) 只, 求下列事件的概率:
1 所取 2r 只鞋子中没有两只成对;
2 所取 2r 只鞋子中只有两只成对;
3 所取 2r 只鞋子恰好配成 r 对.

2 (匹配问题) 将 4 把能打开 4 间不同房门的钥匙随机发给 4 个人. 试求至少有一人能打开
门的概率.
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条件概率

1 引言

2 样本空间 (Sample space)

3 概率测度 (Probability measure)

4 概率计算: 计数方法

5 条件概率
基本概念
乘法公式
全概率公式
Bayes 公式
习题
作业

6 独立性 (independence)
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条件概率 基本概念

三门问题 (Monty Hall Problem)

假如你在参加一个游戏，有三扇门 A、B、C：其中有一扇门后面放着一辆汽车，另外两
扇门后面是山羊，你会赢得你选择的那扇门后面的礼物。游戏开始时，你任意选择一扇
门，假如为门 A。主持人从剩余两扇门中选择一扇后面不是汽车的门打开，比如为门 B，
现在主持人问：为了赢得车，是否要改选门 C（另外一扇没有被打开的门）？

选 B C

A 羊 C

?? 羊 ??

改选后概率贏得汽车的概率为 2/3.

李立颖 (数学系) 概统第一章: 概率 2023 秋 (概统 7 班) 69 / 106



条件概率 基本概念

问题
一个家庭中有两个小孩, 已知至少一个是女孩, 问两个都是女孩的概率是多少? (假设生
男生女是等可能的)

解
令事件 A 为一个为女孩的事件, B 为两个都是女孩的事件. 由于事件 A 已经发生, 所有
可能的结果只有三种, 而事件 B 包含的基本事件只占其中一种, 所以有

P(B | A) = 1
3

P(B | A) 表示在 A 发生的条件下, B 发生的条件概率.
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条件概率 基本概念

条件概率

定义
设 A, B 是两个事件, 且 P(B) > 0. 记

P(A | B) = P(AB)
P(B) ,

并称其为事件 B 发生的条件下, 事件 A 发生的条件概率.

注
当 P(B) = 0 时, 条件概率 P(A | B) 无意义.
条件概率 P(A | B) 的直观理解:

B 发生带来的 ‘‘信息” 对 A 的 ‘‘推断” 的新认识
“A | B” 不是一个事件.
P(A | B) ≥ P(AB).
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条件概率 基本概念

条件概率 P(· | B) 的基本性质
设 P(B) > 0, 有
非负性: 对于任一事件 A 有 P(A | B) ≥ 0;
规范性: 对于必然事件 Ω 有 P(Ω | B) = 1;

可列可加性: 设 {Ak} 是两两不相容列, 则 P
( ∞⋃

k=1

Ak

∣∣∣ B
)

=
∞∑

k=1

P(Ak | B)

可列可加性的证明
由于 {Ak} 两两不相容, 所以 {Ak ∩ B} 亦两两不相容. 由条件概率的定义及分配律, 有

P
( ∞⋃

k=1

Ak

∣∣∣ B
)

=
P

{( ∞⋃
k=1

Ak

)
∩ B

}
P(B) =

P
{ ∞⋃

k=1
(Ak ∩ B)

}
P(B)

=

∞∑
k=1

P(AkB)

P(B) =
∞∑

k=1

P(Ak | B).
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条件概率 基本概念

条件概率构成的概率空间

条件概率也是一个概率空间.

性质
设 P(B) > 0. 则条件概率 P(· | B) 定义了如下概率空间:
样本空间: Ω̃ = Ω ∩ B.
事件域:

Ã = {A ∩ B | A ∈ A}.

概率测度: 对 A1 = A ∩ B,
P̃(A1) = P(A | B).
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条件概率 乘法公式

乘法公式

乘法公式

P(AB) = P(A | B)P(B), P(B) > 0
P(AB) = P(B | A)P(A), P(A) > 0.

证明

P(AB) = P(AB)
P(B) · P(B) = P(A | B) · P(B), P(B) > 0.
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条件概率 乘法公式

例题
第一个袋中有黑、白球各 2 只, 第二个袋中有黑、白球各 3 只. 先从第一个袋中任取一
球放入第二个袋中, 再从第二个袋中任取一球. 求第一、第二次均取到白球的概率.

解

记 Ai, i = 1, 2 为第 i 次取到白球的事件. 易知 P(A1) = 1
2 , P(A2 | A1) = 4

7 . 于是由乘
法公式得

P(A1A2) = P(A2 | A1)P(A1) = 1
2 · 4

7 = 2
7 .

注
条件概率是定义的, 但是条件概率的值通常要根据实际问题中具体定义确定.
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条件概率 乘法公式

推广

多个事件的乘法公式
若事件 A1, A2, ..., An 满足 P(A1A2 · · · An−1) > 0 , 则

P(A1A2 · · · An) = P(An | A1A2 · · · An−1)P(An−1 | A1A2 · · · An−2)
· · · P(A2 | A1)P(A1).

注
0 < P(A1A2 · · · An−1) ≤ P(A1 · · · Ak), ∀k ≤ n − 1.
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条件概率 乘法公式

滑坡谬误

例
员工偷懒公司就会损失, 公司赚不到钱就要裁员, 被裁员的人会没工作, 没工作的人为了
生计就会无恶不作. 因此, 上班偷懒是非常严重的罪恶.

象箸之忧 (韩非子, 说林上)
以前商纣王弄了一双象牙筷子，箕子看到了感到恐惧。他认为说纣王有了象牙筷子，之
后就会认为用陶土做的器皿配不上，因此就必然会再想办法得到犀牛角和玉石做的杯子;
而在得到象牙筷子和玉石做的杯子后，就必然不会满足用这些东西盛装豆子和豆叶等粗
食，而会想办法得到牦牛、大象和豹的胎盘之类的珍馐美馔; 在吃到牦牛、大象和豹的胎
盘之类的珍馐美馔后，就不会想穿着用粗布裁制的衣服、住在茅草盖的小屋当中，而一
定会想改穿九重锦衣，并住在高高的楼台和宽广的房间之内; 再这样下去，整个天下的东
西都会满足不了他的欲求的。

P(An|A1A2 · · · An−1) ≤ 1 ⇒ P(A1A2 · · · An) → 0.
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条件概率 乘法公式

例题
已知 P(A) = 1/4, P(B | A) = 1/3, P(A | B) = 1/2. 求 P(A ∪ B), P(Ā | A ∪ B).

解

P(AB) = P(A)P(B | A) = 1
12 .

P(B) = P(AB)
P(A | B) = 1/12

1/2 = 1
6

P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(AB) = 1
4 + 1

6 − 1
12 = 1

3

P(Ā | A ∪ B) = 1 − P(A | A ∪ B) = 1 − 1/4
1/3 = 1

4 .
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条件概率 全概率公式

全概率公式 (Law of Total probability)

问题
如何将一复杂概率计算问题分解成简单概率计算?

样本空间的分划
设 Ω 为样本空间, 若事件 B1, B2, ..., Bn 满足

B1, B2, ..., Bn 两两不相容, 即 BiBj = ∅, ∀i ̸= j.
B1 ∪ B2 ∪ · · · ∪ Bn = Ω,

则称 {B1, B2, · · · , Bn} 为样本空间 Ω 的一个分划.
B1 B2

B3 B4

B5 B6

B7 B8

A

全概率公式

P(A) = P(AB1) + P(AB2) + · · · + P(ABn) =
n∑

i=1

P(A | Bi)P(Bi).
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条件概率 全概率公式

全概率公式

P(A) = P(AB1) + P(AB2) + · · · + P(ABn) =
n∑

i=1

P(A | Bi)P(Bi).

记 P(Bi) = pi, P(A | Bi) = qi, i = 1, 2, . . . , n.

Ω A

B1

p1 q1
B2

p2 q2

Bn

pn qn
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条件概率 全概率公式

例题 (Polya’s Urn)
袋中有 a 只红球和 b 只白球. 先从袋中任取一球, 记下颜色后放回, 同时向袋中放入同颜
色的球 1 只, 然后再从袋中取出一球. 求第二次取到白球的概率.

解
记

A = {第 2 次取到白球};
B1 = {第 1 次取到白球}, B2 = {第 1 次取红球}.

则 B1, B2 是 Ω 的一个分划.
由全概率公式有

P(A) = P(A | B1)P(B1) + P(A | B2)P(B2)

= b + 1
a + b + 1 · b

a + b
+ b

a + b + 1 · a

a + b

= b

a + b
.

注
第二次取到白球的概率与第一次取到白球的概率相等, 与前面放入什么颜色的球无关.

推广
如果加入 c 个同色球会怎么样?
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条件概率 全概率公式

例题
有 10 个袋子, 其中甲袋 2 个, 每袋中有红球、白球各 2 个; 乙袋 3 个, 每袋中有红球 3
个、白球 2 个; 丙袋 5 个, 每袋中有红球 2 个、白球 3 个. 从 10 个袋子中任取一袋, 再
从袋中任取一球, 求取到白球的概率.

解
记 B1, B2, B3 为取到甲、乙和丙袋的事件, A 表示取到白球. 则由全概率公式

P(A) =
3∑

i=1

P(A | Bi)P(Bi)

= 2
10 · 2

4 + 3
10 · 2

5 + 5
10 · 3

5

= 13
25 .
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条件概率 全概率公式

全概率公式应用: 敏感问题调查

常常会发生被调查者拒绝回答或不真实回答的情况.

随机回答法 (Warner, 1965)
愈少泄漏问题的答案实质, 愈能较好合作.

例
设定两个问题

Q1: 你在期末考试中作弊了吗?
Q2: 你没在期末考试中作弊吗?

被调查都回答哪个问题随机决定, 且只有被调查者知晓.

李立颖 (数学系) 概统第一章: 概率 2023 秋 (概统 7 班) 83 / 106



条件概率 Bayes 公式

贝叶斯 (Bayes) 公式
假设 B1, . . . , Bn 为样本空间 Ω 的一个分划. 则

P(Bi | A) = P(A | Bi)P(Bi)
n∑

j=1
P(A | Bj)P(Bj)

= P(A | Bi)P(Bi)
P(A)

讨论
B1, B2, . . . , Bn 为原因. P(Bi), i = 1, 2, . . . , n 为先验概率.
A 为结果, P(Bi | A) 为后验概率, 即 ‘‘由果及因”.
Bayes 方法广泛应用于网络、分类、诊断、估计、检验、判别、推理等方面.
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条件概率 Bayes 公式

例题
某工厂的一、二和三车间都生产同一产品, 产量分别占总产量的 15%, 80% 和 5%. 三个
车间的次品率分别为 2%, 1% 和 3%. 现从汇总起来的商品中任到一个, 经检查是次品,
判断该次品是哪个车间生产的可能性比较大?

解
记 A = {取到次品}, Bi = {取到的产品是第 i 个车间生产的}, i = 1, 2, 3.
由全概率公式,

P(A) =
3∑

i=1

P(A | Bi)P(Bi) = 0.0125.

再由 Bayes 公式, 有

P(B1 | A) = P(A | B1)P(B1)
P(A) = 0.02 × 0.15

0.0125 = 0.24

P(B2 | A) = 0.01 × 0.80
0.0125 = 0.64, P(B3 | A) = 0.03 × 0.05

0.0125 = 0.12.

因此次品是第二车间生产的可能性最大.
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条件概率 Bayes 公式

测谎试验
我们用 +/− 表示测谎议显示受测者撒谎或未撒谎, 用 T /L 表示受测者说的是真话或假
话. 已知 P(+ | L) = 0.88, P(− | T ) = 0.86, 又设人群中, P(T ) = 0.99. 现在若有一个在
测谎中显示 “+” 性, 问测谎议出错的概率是多少?

解
由 Bayes 公式, 此人说真话的概率为

P(T | +) = P(+ | T )P(T )
P(+ | T )P(T ) + P(+ | L)P(L)

= 0.14 × 0.99
0.14 × 0.99 + 0.88 × 0.01

= 0.94.

注
在普通人群中使用测谎议有一定程度的危险性.
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条件概率 Bayes 公式

例题
用某种诊断法诊断癌症, 记

A = {判断被检者有癌症}, C = {被检者确患有癌症}.

已知 P(A | C) = 0.95, P(Ā | C̄) = 0.90. 又设人群中 P(C) = 0.0004. 现在若有一个人被
诊断患有癌症, 问此人真正患有癌症的可能性有多大?

解
由 Bayes 公式, 此人真正患有癌症的概率为

P(C | A) = P(A | C)P(C)
P(A | C)P(C) + P(A | C̄)P(C̄)

= 0.95 × 0.0004
0.95 × 0.0004 + 0.1 × 0.9996

= 0.0038.

注
虽然检验法相当可靠, 但是真正被诊断患有癌症而真正患有癌症的概率并不大.
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条件概率 习题

例题
一单位有甲、乙两人. 已知甲近期出差的概率为 80%, 若甲出差, 则乙出差的概率为
20%; 若甲不出差, 则乙出差的概率为 90%.
(1) 求近期乙出差的概率.
(2) 若已知乙近期出差在外, 求甲出差的概率.

解
设 A, B 分别为甲、乙出差的事件. 已知 P(A) = 0.80, P(B | A) = 0.20,
P(B | Ā) = 0.90.
(1) 由全概率公式,

P(B) = P(A)P(B | A) + P(Ā)P(B | Ā) = 0.8 × 0.2 + 0.2 × 0.9 = 34%.

(2) 由 Bayes 公式, P(A | B) = P(B | A)P(A)
P(B) = 0.8 × 0.2

0.34 = 8
17 .
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条件概率 习题

例
一个盒子中有 5 个红球, 4 个白球, 采用不放回抽样. 每次取一个, 取 3 次.
(1) 求前两次中至少有一次取到红球的概率.
(2) 已知前两次中至少有一次取到红球, 求前两次中恰有一次取到红球的概率.
(3) 求第一、二次取到红球第三次取到白球的概率.

解
令 Ai = {第 i 次取到红球}, i = 1, 2, 3. B 为前两次至少有一次取到红球的事件, C 为前
两次恰有一次取到红球的事件.

1 P(B) = 1 − P(B̄) = 1 − P(Ā1)P(Ā2 | Ā1) = 1 − 4
9 × 3

8 = 5
6 .

2 P(C | B) = 1 − P(C̄ | B) = 1 − P(BC̄)
P(B) = 1 − P(A1A2)

P(B) = 2
3 .

3 P(A1A2Ā3) = P(A1)P(A2 | A1)P(Ā3 | A1A2) = 5
9 × 4

8 × 4
7 = 10

63 .

李立颖 (数学系) 概统第一章: 概率 2023 秋 (概统 7 班) 89 / 106



条件概率 习题

例
某人参加某技能考核. 已知第一次参加能通过的概率为 60%; 若第一次未通过, 经过努力,
第二次能通过的概率为 70%; 若前两次未通过, 则第三次能通过的概率为 80%. 求此人最
多 3 次能通过考核的概率.

解
令 Ai = {第 i 次通过考核}, i = 1, 2, 3, A = {最多三次通过考核}. 则 Ā = Ā1Ā2Ā3. 于
是

P(A) = 1 − P(Ā1Ā2Ā3)
= 1 − P(Ā1)P(Ā2 | Ā1)P(Ā3 | Ā1Ā2)
= 1 − 0.4 × 0.3 × 0.2 = 0.976.
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条件概率 作业

作业

教材 P22: 46, 53, 54, 63
补充题:

1 请用本节所讨论的工具给出 Monty Hall 问题的解答
2 据以往资料表明, 某一三口之家, 患某种传染病的概率有以下规律:

P(孩子得病) = 0.6,

P(母亲得病 |孩子得病) = 0.5,

P(父亲得病 |孩子得病) = 0.4.

求母亲及孩子得病但父亲未得病的概率.
3 对以往数据分析结果表明, 当机器调整得良好时, 产品的合格率为 0.98; 而当机器发生某
种故障时, 产品的合格率为 0.55. 每天早上机器开动时, 机器调整良好的概率为 0.95. 试
求: 已知某日早上的第一件产品是合格品时, 机器调整得良好的概率.

李立颖 (数学系) 概统第一章: 概率 2023 秋 (概统 7 班) 91 / 106



独立性

1 引言

2 样本空间 (Sample space)

3 概率测度 (Probability measure)

4 概率计算: 计数方法

5 条件概率

6 独立性 (independence)
基本概念
多个事件的独立性
例题
作业

李立颖 (数学系) 概统第一章: 概率 2023 秋 (概统 7 班) 92 / 106



独立性 基本概念

定义

例子
抛甲、乙两枚硬币, 观察正反面出现的情况, 则样本空间是 Ω = {HH, HT, T H, T T }. 记
事件 A = {甲出现正面}, B = {乙出现正面}.
从直观上看 A, B 之间是没有任何关系的, 它们是 ‘‘独立” 的
从数学上看 P(A | B) = P(A), P(B | A) = P(B), 或 P(AB) = P(A)P(B).

定义
设 A 和 B 是两个事件. 若

P(AB) = P(A)P(B),

则称事件 A, B 相互独立, 简称 A, B 独立.
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独立性 基本概念

与不相容性的关系

问
A, B 独立与 A, B 不相容有什么关系?

分析
A, B 独立说明 P(AB) = P(A)P(B). A, B 不相容说明 AB = ∅. 故当 P(A) > 0,
P(B) > 0 时, 二者不能同时成立.

问
若 A, B 独立, 问 Ā, B̄ 是否独立?

分析
若 P(AB) = P(A)P(B), 则

P(AB̄) = P(A) − P(AB) = P(A)
(

1 − P(B)
)

= P(A)P(B̄).

因此 A, B 独立可推出 A, B̄ 独立. 进而 Ā, B̄ 也独立. (当然 Ā, B 也独立).
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独立性 基本概念

例题
从一副不含大小王的扑克牌中任取一张. 记 A = {抽到 K}, B = {抽到的牌是黑色的}.
问二者是否独立?

解

抽牌适用古典概型计算概率. 因此 P(A) = 4
52 = 1

13 , P(B) = 26
52 = 1

2 ,

P(AB) = 2
52 = 1

26 .
于是 P(AB) = P(A)P(B), 故 A, B 独立.
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独立性 基本概念

‘‘独立” 与 ‘‘不相容” 的区别与联系

习题 1
设 A、B 为不相容事件, 且 P(A) > 0, P(B) > 0. 下面四个结论中正确的是:
1. P(B | A) > 0
2. P(A | B) = P(A)
3. P(A | B) = 0
4. P(AB) = P(A)P(B).

习题 2
设 A、B 为独立事件, 且 P(A) > 0, P(B) > 0. 下面四个结论中正确的是:
1. P(B | A) > 0
2. P(A | B) = P(A)
3. P(A | B) = 0
4. P(AB) = P(A)P(B).
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独立性 多个事件的独立性

三个事件的独立性
设 A, B, C 是三个事件, 若

P(AB) = P(A)P(B)
P(BC) = P(B)P(C)
P(CA) = P(C)P(A)

P(ABC) = P(A)P(B)P(C),

则称 A, B, C 相互独立 (独立).

n 个事件的独立性
若 n 个事件 A1, . . . , An 满足

P(Ai1 Ai2 · · · Aik ) = P(Ai1 )P(Ai2 ) · · · P(Aik ), ∀1 ≤ i1 < · · · , ik ≤ n, k ≥ 2,

则称事件 A1, A2, · · · , An 相互独立 (独立).
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独立性 多个事件的独立性

两两独立与相互独立

思考
A, B, C 两两独立是否能推出 A, B, C 相互独立?

反例
掷两枚硬币, A = {第一次正面}, B = {第二次正面}, C = {两次一正一反}, 则
P(A) = P(B) = P(C) = 1

2 , P(AB) = P(BC) = P(CA) = 1
4 , 它们两两独立. 但

P(ABC) = 0 ̸= P(A)P(B)P(C).
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独立性 多个事件的独立性

思考

问题
必然事件 Ω 与任何事件 A 是否独立? 是
不可能事件 ∅ 与任何事件是否独立? 是

问题
事件 {甲患感冒} 与 {乙患感冒} 能否认为是独立的?

注
条件概率与事件独立性通常是根据实际意义来确定的.
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独立性 例题

例题
设每个人血清中含有肝炎病毒的概率为 0.4%, 求混合 100 个人血清中含有肝炎病毒的概
率.

解
记 Ai 为第 i 个人血清中含有肝炎病毒的概率, i = 1, 2, . . . , 100. 我们可以认为它们是独
立的, 因此

P
( 100⋃

i=1

Ai

)
= P

(( 100⋂
i=1

Ac
i

)c
)

= 1 − P
( 100⋂

i=1

Ac
i

)
= 1 − 0.996100 ≈ 0.33.

注
可用于设计试验次数 (分组方法).
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独立性 例题

例题
一支步枪击中目标的概率为 p = 0.001, 试求 n 支步枪齐射能击中目标的概率.

解
记 Ai 为第 i 支枪击中目标的事件, i = 1, 2, . . . , n. 我们可以认为 A1, A2, ..., An 相互独
立的. 因此所求概率为

pn = 1 − P
( n⋂

i=1

Ac
i

)
= 1 − (1 − p)n = 1 − 0.999n.

n 1000 2000 3000 4000 5000
pn 0.632 0.865 0.950 0.982 0.993

注
即使 p 很小, 但只要试验不断进行下去, 小概率事件也会必然发生.
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独立性 例题

系统可靠性

定义
系统可靠性即 ‘‘系统正常工作” 的概率.

例题
某系统由四个部件 I, II, III, IV 构成, 结构如图. 设每个部件的可靠性均为 p, 且四个部件
是独立的. 求整个系统的可靠性.

I II

III IV

解
记 A 为整个系统正常工作的事件, Ai 为第 i 个部件正常工作的事件. 由于 I 与 II 串联,
III 与 IV 串联, 两组部件再并联, 我们有 A = (A1A2) ∪ (A3A4). 于是系统可靠性为

P(A) = P(A1A2) + P(A3A4) − P(A1A2 ∩ A3A4) = p2 + p2 − p4 = p2(2 − p2).
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独立性 例题

例题
假设第 1、2、3 号高炮同时对飞机进行射击, 三门炮击中飞机的概率分别为 0.4、0.5 和
0.7. 飞机被一门炮击中而被击落的概率为 0.2, 被两门炮击中而被击落的概率为 0.6, 若
被三门炮击中, 飞机必被击落. 求飞机被击落的概率.

解
令 A 为飞机被击落的事件, Ai, i = 0, 1, 2, 3, 为飞机被 i 门炮击中的事件, Bj ,
j = 1, 2, 3, 为飞机被第 j 门炮击中的事件. 由独立性可计算得

A1 = B1B̄2B̄3 ∪ B̄1B2B̄3 ∪ B̄1B̄2B3, P(A1) = 0.36,

A2 = B1B2B̄3 ∪ B1B̄2B3 ∪ B̄1B2B3, P(A2) = 0.41,

A3 = B1B2B3, P(A3) = 0.14.

由全概率公式有

P(A) =
3∑

i=0

P(A | Ai)P(Ai) = 0 + 0.2 × 0.36 + 0.6 × 0.41 + 1 × 0.14 = 0.458.
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独立性 例题

例题
甲、乙两人同时向一目标射击, 甲击中率为 0.8, 乙击中率为 0.7, 求目标被击中的概率.

解
设 A = {甲击中}, B = {乙击中}, C = {目标被击中}. 则 C = A ∪ B. 由于甲、乙同时
射击, 其结果互不影响, 我们可以认为 A 与 B 相互独立. 由容斥原理及独立性,

P(C) = P(A) + P(B) − P(AB) = 0.7 + 0.8 − 0.7 · 0.8 = 0.94.
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独立性 作业

P24: 68, 71, 74, 77, 79
补充题
1. 设两个独立事件 A 和 B 都不发生的概率为 1/9, A 发生 B 不发生的概率与 B 发生 A 不
发生的概率相同, 求事件 A 发生的概率.

2. 设两两相互独立的三事件 A, B, C 事件满足条件: ABC = ∅, P(A) = P(B) = P(C), 且已
知 P(A ∪ B ∪ C) = 9/16. 求 P(A).
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章节小结

1 样本空间 Ω, 随机事件 A ⊂ Ω
2 事件的关系: A ⊂ B, A = B
事件的运算: A ∪ B, A ∩ B, Ā.

3 频率: fn(A) = nA

n
概率的定义: P(A) ∈ [0, 1], P(Ω) = 1, 可列可加性
概率的性质:

1 P(A) = 1 − P(Ā)
2 A ⊃ B ⇒ P(A) ≥ P(B)
3 容斥原理: P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(AB)

4 条件概率:
1 定义: P(B | A) =

P(AB)
P(A)

⇔ P(AB) = P(A)P(B | A).

2 全概率公式, Bayes 公式
5 事件独立性
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